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Introduction

L algebre générale et 1’algebre linéaire sont des outils fondamentaux dans les
disciplines mathématiques modernes (analyse, analyse fonctionnelle, probabilité,
physique mathématique, etc.). Elles constituent par conséquent des éléments es-
sentiels du bagage mathématique indispensable aux mathématiciens, physiciens,
ingénieurs et autres scientifiques.

Le cours d’algtbre que nous soumettons aujourd’hui au public s’adresse aux
étudiants en mathématiques du premier cycle des universités et aux étudiants
préparant I’entrée dans les grandes écoles scientifiques. 11 peut également &tre
utile aux scientifiques qui désirent se recycler en mathématiques et a tous ceux
qui veulent acquérir de bonnes connaissances de base en algebre.

L’expérience montre que le passage de la classe terminale A la premidre
année de faculté constitue pour la majorité des étudiants une difficulté quasi
insurmontable. C’est pourquoi nous nous sommes efforcés, dans 1a rédaction de
ce livre, de répondre 4 une double exigence : d’une part, présenter chaque notion
nouvelle 2 partir du début sans supposer que les étudiants en ont entendu parler
et, d’autre part, faire un exposé qui, tout en couvrant 1’ensemble des programmes,
ne s’y cantonne pas strictement, et soit assez rigoureux et assez riche pour servir
de base & une solide formation mathématique. Le livre est ainsi congu en fonction
des besoins immeédiats et futurs des étudiants. Sans jamais abandonner la rigueur
des démonstrations, nous avons voulu illustrer notre exposé par de nombreux
exemples et remarques qui, nous 1’espérons, aideront le lecteur & mieux assimiler
les notions introduites.

Nous voudrions insister une fois de plus sur le fait que «faire des mathé-
matiques » c’est d’abord et avant tout «résoudre des problemes ». 1l faut donc,
aprds avoir appris et compris son cours, ’assimiler en résolvant des exer-
cices. De nombreux exercices et problemes placés 4 la fin du livre permettront
au lecteur de contrdler 1’acquisition de ses connaissances. Certains d’entre eux
sont des applications immédiates d’un résultat du cours et doivent servir de test
d’assimilation. D’autres, plus difficiles, présentent des compléments qu’il peut
etre utile de connaitre.

Le livre comprend deux grandes parties.

Les chapitres 1 & 5 sont consacrés aux notions d’algeébre générale. Apres une
étude générale des structures algébriques les plus courantes (relations d’équi-
valence et d’ordre, groupes, anneaux, corps), le chapitre 5 traite 1’anneau des
polyndmes et le corps des fractions rationnelles.

Les chapitres 6 4 11 sont consacrés 2 1’algebre linéaire et abordent 1’étude des
espaces vectoriels de dimension finie, des applications linéaires, des matrices,
des déterminants et des systdmes d’équations linéaires.
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Chapitre 1 : ENSEMBLES
APPLICATIONS
RELATIONS

La plupart des notions introduites dans ce chapitre sont déja connues des
étudiants. Notre but est donc de préciser le vocabulaire et les notations qui seront
utilisés dans tout le cours.

Nous aurons toujours a considérer des propositions exprimées dans un lan-
gage formalisé, maisil ne s’ agit pas pour nous de construire une logique forma-
lisée. Nous resterons toujours sur un plan <« naif» et utiliserons le langage usuel,
qui doit cependant étre précisé.

Le lecteur intéressé par I’ étude axiomatique de la logique et de la théorie des
ensembles pourra consulter les ouvrages spécialisés consacrés a cette question.

1.1. Notion de logique
1.L1. PROPOSITIONS. CONNECTEURS LOGIQUES
1.1.1.1. Définition

On appelle proposition un énoncé qui est vrai dans certaines conditions,
faux dans d’ autres, mais dont on peut toujours dire s’il est vrai ou s’il est faux.

La propriété essentielle d’une proposition P est donc d’étre dotée de 1’'une
des valeurs de vérité V (vrai) ou F (faux).

1.1.1.2. Exemple
«n est un nombre entier et n est multiple de 2» est une proposition vraie
pour les nombres pairs mais fausse pour les nombres impairs.

Nous appellerons assertion une proposition qui est toujours vraie ou qui est
toujours fausse.

Par exemple, « 10 est un nombre premier » est une assertion fausse.

On appelle axiome, dans une théorie mathématique, toute proposition 2 la-
quelle on attribue, par convention, la valeur vrai.

On appelle théoréme, toute proposition dont on démontre qu’elle a la valeur
vrai.

A partir des propositions P et (), on peut former d’autres propositionsa I’aide
des liaisons et, ou, non, ... appelées connecteurs logiques.
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Les principaux connecteurs sont:

1.1.1.3. Le connecteur de négation

Si P est une proposition, on note 1P, et on lit «non P », la négation de P.
Par définition, «non P » est vraie si P est fausse, fausse si P est vraie.

La valeur de vérité de 1P en fonction de celle de P est donnée par un tableau
appelé table de vérité de 1:

PP

V| F
FlV

1.1.1.4. La conjonction et la disjonction

La conjonction et est le connecteur logique noté A, qui associe a tout couple
(P, Q) de propositions, 1a proposition (P et Q), vraie si et seulement si P et Q
sont vraies simultanément.

De méme P V @, qu’on lit « P ou @ », est vraie si 1’une au moins des
propositions P, () est vraie, fausse si P et () le sont.
Le signe V s’appelle le connecteur de disjonction; il se lit « ou».

Les tables de vérité de V et A sont:

P(Q|PAQ|PVQ

MRS
<y
R R I
RS

1.1.1.5. L’implication

L’implication est le connecteur logique qui, & tout couple (P, Q) de proposi-
tions, associe la proposition (P = @) (lue « P implique Q) ») fausse lorsque P
est vraie et () fausse, vraie dans les autres cas.

En mathématiques il est d’usage de n’écrire que des propositions vraies ; c’est
pourquoi, pour traduire « P =—> @} », on emploie souvent 1’expression «si P,
alors () » Mais larelation (P = Q) peut fort bien &tre vraie alors que ni P ni
@ ne le sont; par exemple la proposition (4 est impair) == (7 est pair) est vraie.

10
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Les propositions suivantes sont également vraies :
(4 est pair) = (7 est impair), (4 est impair) —> (7 est impair).

1.1.1.6. Le connecteur d’équivalence

noté <—:

Si Pet @ sont des propositions, on note P <> @, etonlit« P est équivalente
A () », la proposition:
(P=Q)A(Q = P).

Les tables de vérité des connecteurs —> et <= sont:

PIQIP=Q|P=0Q
4 R% 14 |14
VI|F F F
F|V 1% F
F|F Vv v

En comparant les tables de vérité, on montre facilement que deux propositions

P et @ étant données, (P == Q) est équivalente 2 ((Q) = ('IP)). On ditque
(1Q) = (\P) est 1a contraposée de (P —> @) ou encore qu’elle est obtenue
par contraposition de (P = Q).

1.1.2. QUANTIFICATEURS
Soit P(z) une proposition contenant un objet z appelé variable assujetti 2

appartenir & un ensemble E appelé référentiel.

On convient d’écrire :
(Ve € E) P(x) ou (Vz) P(z)

pour exprimer que lorsque x appartient au référentiel E, la proposition P est
toujours vraie. On lit «pour tout z, P(z)» ou «quel que soit z, P(x)».
Le symbole V s’appelle le quantificateur universel.

Pour exprimer 1’assertion «il existe au moins un objet = du référentiel pour
lequel P(z) est vraie » on convient d’écrire

(3z € E) P(x) ou (3z) P(z).
ce qui se lit «il existe au moins un élément = de E tel que " P(z)" ».

Le symbole 3 s’appelle le quantificateur existentiel.
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Enfin I’expression 31 z, < P(x) signifie «il existe un et un seul élément 2
tel que 1’assertion P(z) soit vraie »

On utilise trds souvent les équivalences logiques suivantes :
((@2) P(=))) <= ((¥z) (IP(2)))
(V=) P(2))) <= (@3=) (P(e)))
(A(Vz) (P(z) = Q(2))) <= (3z) (P(z) et 1Q(x)))

1.1.2.1. Exemple

(Vzréel) ((z +1)* = z* + 2z + 1)
(3z réel), (22 +3z -1 =0)

1.2. Ensembles
1.2.1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

La théorie axiomatique des ensembles est trop délicate pour étre exposée au
niveau élémentaire auquel nous nous plagons. Intuitivement, un ensemble est
une collection d’objets; ces objets s*appellent les éléments ou les points de
I’ensemble.

Nous désignerons en général les ensembles par des lettres majuscules:
E,F, A, B, etc. Les éléments d’un ensemble seront désignés en général par
des lettres minuscules: a, b, z, y, etc.

Si a est un élément d’un ensemble E, on écrit a € E et on lit « a appartient
2 E'»ou«a est élément de E'».

Pour exprimer que a n’est pas un élément de F, on écrit:
a ¢ E eton lit «a n’appartient pas 2 ' ».
Nous admettons 1’existence d’un ensemble noté @, appelé ensemble vide,
qui ne contient aucun élément.

Un ensemble réduit & un seul €lément a est noté {a}. Plus générlament, un
ensemble qui ne contient que les éléments z, ..., £, est noté {z1, ..., z, }.

Si E est un ensemble et P une propriété vraie pour certains éléments de E,
I’ensemble des éléments de E qui vérifient 1a propriété P est souvent noté :

{z : z vérifie P}

1.2.1.1. Exemples

Les exemples suivants sont déja bien connus du lecteur.
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N={0,1,2, ...} est I’ensemble des entiers naturels;
Z={...,—-3,-2,-1,0,1,2, ...} est I’ensemble des entiers relatifs ;
Q est ’ensemble des nombres relationnels ;

R est I’ensemble des nombres réels ;

R* est I'ensemble des nombres réels non nuls ;

R, est ’ensemble des nombres réels positifs ou nuls;

R}, désigne I’ensemble des nombres réels strictement positifs;

C est I’ensemble des nombres complexes ;

C* est I’ensemble des nombres complexes non nuls.

1.2.2. PARTIES D*UN ENSEMBLE - COMPLEMENTAIRE
1.2.2.1. Définition

On dit que I'ensemble E est inclus ou est contenu dans I’ ensemble F si tout
élément de E est élément de F.

On dit aussi que E est une partie ou un sous-ensemble de F'.

On écrit
ECFouFDOE

Par définition,

(ECF)<=>(Vz, € E=z€F)

11 est immédiat que :
E C E quel que soit E,

(ECFaFCX)=(ECX)
On dit que ’ensemble E est égal a I’ensemble F', et onnote £ = F, sion
a ECFetFCE.

Nous admettrons que pour tout ensemble E, il existe un nouvel ensemble
appelé ensemble des parties de E, noté P(E), et dont les éléments sont tous
les sous-ensembles de E, y compris 1’ensemble vide et E' lui-mé&me. Ainsi

AEP(E)«<= ACE

On note souvent 2Z 1’ensemble de parties de E car si E posséde n éléments,
P(E) posstde 2" éléments.

1.2.2.2. Définition

Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de
Adans E I'ensemble des éléments de E qui n’ appartiennent pas a A.

Le complémentaire de A dans E se note

E—Aou CEAou CA

s’il n’y a pas de confusion A craindre.
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On a donc
CEA={.1: 1z €EEetz g A},

Les égalités suivantes sont évidentes :
CE (CEA> =A; CEE' =@ Cgﬂ =F.

De méme, on verrait facilement que si A et B sont des parties d’un en-

semble F, et si A C B, alors
CEB C CEA.

1.2.3. INTERSECTION ET REUNION DE DEUX ENSEMBLES

On appelle intersection de deux ensembles E et F, et on note £ N F,
I’ensemble des éléments z telsque £ € Eetz € F.

On a donc
EnF={z:z€FEetzeF}.

Si EN F = @, on dit que E et F sont disjoints.

On a évidemment

ENngd= 0.
On appelle réunion de deux ensembles E et F', et on note £ U F', I’ensemble
des éléments ztelsque z € Fouz € F,
On a donc

EUF={z:z€ Eouz € F}.

11 est évident que
FUB=FetEUF=0=— (E=0etF =0)

Voici quelques propriétés de I’intersection et de la réunion.

e La réunion et I’intersection sont associatives:
(AuB)uUC = AUu(BuC)et(ANB)NC=AN(BNC)

quels que soient les ensembles A, Bet C.
o Elles sont commutatives:

AUB=BUAetANB=BNA

quels que soient les ensembles A et B.
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o Elles sont distributives 1’une par rapport a I’autre :

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

¢ Elles sont idempotentes :
AUA=Aet ANA=A
Les démonstrations sont simples et sont laissées au lecteur.

11 existe des relations simples entre le complémentaire, la réunion et 1’inter-
section. Ces relations sont données par le théordme suivant.

1.2.3.1. Théoréme

Soient A et B deux partiesd’ un ensemble E. Alors on a les égalités suivantes :
Cunp) = (CA) U (CB) e Cuun)= (CA) n (CB) .

Démonstration. 11 suffit de démontrer la premitre égalité. La deuxi®me s’en
déduit en posant A; = CA, B, = CB et en utilisant 1’égalité

C (CA) = A.

Soit z eC(AnB). Alorsz € Eetz ¢ ANB;doncz € CAoubien

z € CB. Donc z € (CA) U (CB), d’odt I’inclusion
C(A NB)C (CA) U (CB) .

Réciproquement, soit  un élément de (CA) U (CB)

Siz € CA, z ¢ A,doncz ¢ AN Betparsuite z € C(AnB).
Dcmemesia:eCB,:c¢B,donca:¢AnBetparsuite:ce C(AnB).

Dans les deux cas, z € C(A N B) d’ou I'inclusion
(CA) U (CB) cCunsp

La premi2re égalité est donc démontrée.
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1.2.4. PRODUIT D’ENSEMBLES

Soient z et y deux objets. Nous admettrons qu’il est possible de former un
troisidme objet que 1’on note (z, y) et qu’on appelle le couple (z, y), tel qu’on
ait I’équivalence :

(=) =@E"y) <= (z=2)et(y=7)).
Onditque z estle premier élément et y le deuxiéme élément du couple (z, y).

L’équivalence précédente montre que 1’ordre dans lequel on écrit les deux élé-
ments figurant dans un couple est essentiel. I1 ne faut donc pas confondre (z, y) et
(y, z), sauf si z = y; de méme le couple (z, y) est différent de I'ensemble {z, y}.

1.2.4.1. Définition

Soient E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F, et
on note E x F,P’ensemble des couples (z,y) telsque z € Eety € F.

ExF={(z,y):z€Eety€ F}.

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

a) Si A, B, E et F sont quatre ensembles tels que
ACFEetBCF,alorsAx BCExF.

b) Si A, B et C sont des ensembles quelconques, alors
Ax(BUC)=(AxBYU(A x C),
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).

O)(ExF=0)<= (E=0ouF =0)
(ExF #@) <= (E#@et F # Q).

Lorsque E = F, E x E senote E2 eton appelle diagonale de E2 I’ensemble
des couples (z,z) avec z € E.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles E|, ..., E, est I’en-
semble

n
E; x ... x E,, encore noté H E;
i=1

de toutes les suites ordonnées (z1, ..., z,,) telles que =y € Ey, ..., 2, € E,,.
On dit que (z;, ..., z,) est un n-uple.
SiEy=..=FE,=E,onnote E” anliecude Ex E x ... x E.

Par exemple, R x R x R se note R3.
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1.3. Applications
1.3.1. DEFINITIONS. EXEMPLES

Soient E et F' deux ensembles. On appelle graphe de £ vers F', toute partie
non vide I" de £ x F. Autrement dit, tout élément de I' est un couple ordonné
(z,y)odz € Eety € F.

L’étude générale des graphes n’est pas notre objectif immédiat. Nous allons
appliquer cette notion de graphe A 1’étude des applications d’un ensemble dans
un autre ensemble.

1.3.1.1. Définition

Soient E et F deux ensembles. On appelle fonction ou application de F
dans F, tout triplet f = (T, E, F) vérifiant les conditions suivantes :

a) I est un graphe de E vers F.

b) Pour tout z € E, il existe un élément y et un seul de F tel que (z,y) € I.
On dit que T" est le graphe de 1a fonction f.

Si z € E, I'unique élément y de F tel que (z,y) € T s’appelle I'image ou
la valeur de la fonction f en z; on lanote f(z).

Le graphe I de 1a fonction f est donc I’ensemble des couples (z, f(z)) ot
z€E,

Si f = (T, E, F) est une fonction, on dit que E est I'ensemble de départ
(ou de définition) et F' I’ensemble d’arrivée.

Pour exprimer que f est une application de E dans F’ on utilise les notations
suivantes:

i)
f:E—F E — F ouz+— f(z).

L’ensemble des applications de E dans F' se note
F(E,F)ou FE.

1.3.1.2. Exemples

a) Si F = R, on dit que f est une fonction réelle. Si £ C R, ont dit que f est
une fonction d’une variable réelle. Par exemple = — sin z est une fonction
réelle d’une variable réelle.

b) On appelle application identique d’un ensemble E, et on note Idg ou 1,
I’application qui & tout 2 € E fait correspondre z lui-méme.
On a donc par définition:

Idg(z) = zpourtoutz € E.
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¢) Soient E et F deux ensembles. Les applications (z,y) — z de E x F
dans F et (z,y) — yde E x F dans F s’appellent respectivement Ia premiére
projection et 1a deuxiéme projection. On les note pr; et pr; respectivement.

d) On dit qu’une application f : E — F est constante sil’ona f(z) = f(y)
quels que soient z,y € E.

e) Soient f = (T, E,F) et g = (I', E', F’) deux fonctions. On dit que ces
fonctions sont égales si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

E=FE, F=Fetf(z)=g(z)pourtoutz € E.

f) Soit f = (T, E, F) une fonction et soit A une partic de E. On appelle
restriction de f A A, et on note f|A, I’application k de A dans F telle que
h(z) = f(z) pourtout x € A.

Inversement, étant donné deux fonctions f = (T, E, F)et g = (I, E', F'),
on dit que f est un prolongement de g si1’on a les relations

E'CE, F'CFetf(z)=g(z)pourtoutz € E'.

) Soit £ un ensemble. On appelle fonction caractéristique de £, 1afonction x g
a valeurs réelles définie par:

lsize F
xg(z) =

Osiz g E

1.3.2. COMPOSITIONS DES APPLICATIONS

Soient E, F,G trois ensembles et f = ([, E,F), ¢ = (IV, F,G) deux
applications de F dans F et de F dans G respectivement.

Pour tout z € E, f(z) € F, donc g¢(f(z)) € G. Lapplication
z — g(f(z)) de E dans G s’appelle I’application composée de f et g et se
note gof ou g f s’iln’y a pas de confusion possible.

On a donc par dé¢finition

(gof)(x) = g(f(x)) pourtout z € E.

On notera bien que dans 1’écriture gof, on effectue d’abord 1’opération
z — f(z) puis I'opérateur f(z) — g(f(z)).

On définit de méme la composée d’un nombre fini d’applications. En parti-
culier, si f est une application de E dans E, on peut former fof, fofof, etc.
Ces applications sont notées f2, f3, ...

18
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1.3.2.1. Exemples
Prenons £ = F = G =Ret f(z) =cosz, g(z) =z> +1.0na

(gof)(z) = g(f(z)) = cos’z+1
(fog)(z) = flg(z)) = cos(z?+1),

ce qui montre que fog # gof en général.

1.3.2.2. Théoréme
Quelles que soient les applications
f:E—F g¢g:F—G, h:G—H,
ona

(13,1 (hog)of = ho(gof).

En calculant la valeur du premier membre en un point x quelconque de E,
on trouve h(g(f(z))). De mé¢me la valeur du second membre au méme point =
est h(g(f(z))), d’olr I’égalité A établir.

Le théorme permet de noter simplement hogof 1’application (hog)of =
ho(gof).

1.3.3. APPLICATIONS INJECTIVES, SURJECTIVES,
BIJECTIVES

1.3.3.1. Définition
Soient E et F' deux ensembles et f une applicationde E dans F.

a) On dit que f est injective (ou est une injection) si quels que soient z,y € E,
la relation f(z) = f(y) entraine = = y, ou encore si la relation z # y implique

f(z) # f().

b) On dit que f est surjective (ou est une surjection) ou applique E sur F' si
pour tout y € F il existe au moins un x € E tel que y = f(z).

¢) On dit que f est bijective (ou est une bijection) si elle est @ la fois injective et
surjective, c’est-a-dire si, pour tout y € F', il existe un et un seul = € E tel que

y = f(z).

1.3.3.2. Exemples

a) Soit A une partie d’un ensemble E.
L’application j : A — E définie par j(z) = = pour tout z € A est injective;
on I’appelle I’injection canonique de A dans E.
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b) On appelle permutation d’un ensemble E, toute application bijective de E
sur E. L’ensemble des permutations de E se note S(E).

Si E = {1,...,n},on écrit S, au lieu de S(E). Cet ensemble sera étudié au
Chapitre 3.

¢) Si a et b sont des nombres réels et si a # 0, 'application f : R — R définie
par f(z) = az + b pour tout £ € R, est bijective (vérification facile laissée au
lecteur).

1.3.3.3. Définition

Soient E et F deux ensembles et f . E.— F une application. On dit que f
est inversible 5’il existe une application g : F — E telle que

(1.3.3.1) gof = Idg et fog = Idp.
Voici une caractérisation des applications inversibles.

1.3.3.4. Théoréme

Soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble F'. Pour que f
soit inversible, il faut et il suffit qu’ elle soit bijective.

Démonstration. Si f est bijective, alors pour tout y € F, il existe un z unique
de E tel que y = f(z). On peut donc définir une applicationg : F — E en
associant 2 tout y € F I'unique ¢ € F tel que y = f(x). Ainsi, si y = f(z), on
a z = g(y). Par suite, pourtout y € F etpourtoutz € E,ona

(fog)(y) = f(z) =y
(gof)(z) = 9(y) = =.
Donc f est inversible.

Réciproquement, supposons que f soit inversible ; donc il existe une appli-
cation g : F — FEtelleque gof = Idg et fog = Idp.

Soient z € E, ' € E tels que f(z) = f(z’). On en déduit g(f(z)) =
g(f(z")) d’od, puisque gof = Idg, z = 2’ et f est injective.

Soit maintenant z un €lément de F. Comme fog = Idr,ona f(g(z)) = =.
Il existe donc au moins un x € E (2 savoir z = g(z)) tel que f(z) = 2, ce qm
montre que f est surjective, donc bijective.

1.3.3.5. Remarque

On montrerait de méme que 1’application g est bijective. De plus g est unique
car si g; et g, sont deux applications de F' dans E vérifiant (1.3.3.1),ona

g1 = g1oldr = g10(fog2) = (g10f)0g2 = Idgogs = ¢a.

Ainsi, si f 1 E — F est bijective, il existe une bijectiong : F — E et
une seule telle que I’on ait

gof = Idg et fog = Idp.

On dit que g est ’application réciproque de f et on la note f~!.
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1.3.3.6. Théoréme

Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Si f et g sont
injectives (resp. surjectives) il en est de méme de gof. Si f et g sont bijectives
alors gof est bijectiveet I'ona

(13.3.2) (gof)~' = flog™".
Enfin, si f est bijective, f~! est bijective et on a
-1
=

Démonstration. Supposons que f et g soient injectives et soientz € F, 2’ € E
tels que g(f(z)) = g(f(z’)). Alors f(z) = f(z’) puisque g est injective, donc
z = z' puisque f est injective; ceci prouve que gof est injective.

Si f et g sont surjectives, pourtout 2 € G,ilexisteuny € Ftelque z = g(y),
puisun z € E tel que y = f(z), d’od z = g(f(z)), ce qui montre que gof est
surjective.

On déduit de ce qui préctde que si f et g sont bijectives, il en est de méme
de gof. De plus,on a

(f'log—l) o(gof) = f'lo(g_log) of=floldrof=flof =Idg.

(gof)o(f log ) =go(fof N)og'=goldrog™ ' =gog~' = Idg,

ce qui montre que 1’application réciproque de gof est bien f~1o0 g~ (bien noter
I’ordre des facteurs).

Enfin, si f est bijective, les relations
fof '=1Idpetf-lo f=1Idg

montrent que £~ est bijective et admet f pour bijection réciproque.

1.3.3.7. Remarque

D’apres le Théoréme 1.3.3.4, toute application f : E — FE telle que
fof = Idg estbijectiveet f~! = f. Une telle bijection s’appelle une irvolu-
tionde E.

1.3.4. IMAGES DIRECTES ET IMAGES RECIPROQUES
1.3.4.1. Définition

Soient E et F deux ensembles, f : E — F une application, A C E et
BCF.

a) On appelle image directe de A par f, et I'on note f(A), I'ensemble des f(z)
pourz € A.
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Ona
fA)={yeF :3x€ A, y= f(z)}.
b) On appelle image réciproque de B par f, et I'on note f~'(B), I'ensemble
des z € E tels que f(z) € B.

Ona
f'(B)={z€E : f(z) € B}.
L'image f(E) de E s’ appelle 'image de f et se note Im(f).

On remarquera que lanotation f~!(B) ne signifie nullement que 1’application
réciproque de f existe: il s’agit simplement d’une notation «abusive ».

On a les relations évidentes suivantes:
f@)=0 f'@=9, f(F)=E.
A C f~Y(f(A)) pour toute partie A de E,
f(f~1(B)) C B pour toute partie B de F.
Soit f une application d’un ensemble E dans lui m&me et soit A une partie
de E. On dit que A est stable par f si l'ona f(A) C A. On dit que A est

invariant par f si f(A) = A. L'application » : A — A qui coincide avec f
sur A s’appelle I’application induite par f sur A.

Nous donnons ci-aprds quelques propriétés de I'image directe et de 1'image
réciproque ; ces propriétés ne doivent pas &tre apprises par coeur mais doivent
&tre retrouvées rapidement en cas de besoin.

1.34.2. Théoréme

Soit f : E — F une application.
a) Soient A et A' deux parties de E.
1.8i A C A’ alors f(A) C f(A").
2.8i A et A’ sont quelconques, on a

f(AUA) = f(A) U f(A");
F(ANA") C f(A) N f(A) avec égalité si f est injective.

b) Soient B et B’ deux parties de F,

1.SiBC B',ona f~'(B) C f~}(B).

2. Si B et B’ sont quelconques, on a
f(BUB)=fY(B)Uf(B);
fH(BNBY) = f1(B) N FH(B).

3. f-1 (CFB) = Cor1m).

On vérifiera toutes ces propriétés  titre d’exercice.
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1.3.5. FAMILLES

Soient E un ensemble et I un autre ensemble non vide appelé ensemble
d’indices. On appelie famille d’éléments de E indexée par I, toute application
de I dans E.

Siz : i — z(7)est une telle famille, on utilise la notation indicielle i — x;
et on parle de 1a famille (z;);¢s d’éléments de E.

Si I est un ensemble fini, on dit que 1a famille est finie.

Si J est une partie non vide de I, on dit que la famille (z;);cs est une
sous-famille ou une famille extraite de la famille (z;):i¢r.

Sinous prenons I = IN, une famille d’éléments de E indexée par INs'appelle
une suite d’éléments de E et se note (2o, £1, ...) OU (Zn)n>o0.

Si (ki, kz, ...) est une suite strictement croissante d’entiers et si on pose
Ty, = 21,ZTk, = 22, ..., 0N dit que la suite 21, 23, ...) est une suite extraite de la
suite (z1, 22, ...).

On appelle famille d’ensembles (A;);c s, une famille telle que chaque A;
soit un ensemble.

Nous aurons souvent a considérer une famille (A4;):er de parties d’un en-
semble E. La relation A; C E est donc équivalente 3 A; € P(E); alors la
famille (A;);er de parties de E est la famille des éléments A; de P(E).

Pour une famille d’ensembles, on peut généraliser les notions d’intersection,
de réunion et de produit de 1a fagon suivante :

Soit (A;)ier une famille d’ensembles.

a) On appelle intersection de cette famille, et on note ﬂA,-, I’ensemble des
iel
éléments z tels que £ € A; pourtouti € I.

b) On appelle réunion de cette famille, et on note UA.-, I’ensemble des €l¢é-
iel
ments z qui appartiennent 4 1’un au moins des A;.
Rappelons que le produit cartésien A; x ... x A, des ensembles Ay, ..., A, est
I’ensembles des n-uples (21, ..., z,) tels que z; € Ay, ...,z, € A,, ou encore
I’ensemble des suites ordonnées ()1 <i<n telles que z; € A; pour1 < i < n.

Cette remarque vanous permettre de généraliser la notion d’ensemble produit.

Si A = | JAi est la réunion de la famille (A;)icr, on appelle produit de
i€l

cette famille, et on note HA;, I’ensemble des familles (z;);er d’éléments de A

iel
telles que z; € A; pourtout: € I.

Donc z € HA,- si et seulement si z = (z;);ecs avec z; € A; pourtout: € I.
i€l
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On dit que z; est la composante ou la coordonnée, ou encore la projection

d’indice ¢ de 2. L'ensemble A; est appelé facteur d’indice ¢ du produit HA,-.
iel
L'application (z;)ier — z; de HA,- dans A; s’appelle l1a projection d’in-
i€l

dice ¢ et se note pr;.

Pour terminer ce numéro, donnons encore deux définitions.

On dit qu’une famille d’ensembles (A;);e 1, I non vide, est un recouvrement
d’un ensemble FE si

EC U A;.

i€l

On appelle partition d’un ensemble E une famille de parties de F, non
vides, deux a deux disjointes, dont 1a réunion est E.,

Par exemple si A C E(A # @et A # E) alors A et CEA forment une
partition de E.

1.3.6. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Soient F\, ..., E, des ensembles, E) x ... x E, leur produit cartésien et
E C E; x ... x E,. Si f est une application de E dans un ensemble F', on dit
que f est une fonction de n variables.

Siz = (21, ...zn) est un pointde E, la valeur de f au point z devrait s’écrire
f((z1, ...z,)) mais on préfere écrire f(z1, ...zn).

Tl arrive souvent qu’on ait & considérer des fonctions dont les ensembles d’ar-
rivée sont des produits d’ensembles. Considérons par exemple une application

f:E—FAxFkKhx..xF,

ou F, F,..., F, sont des ensembles.

Pour tout z € E,ona f(z) € Fy x ... x F,,, donc f(z) est un n-uple. Si
nous désignons par fi(z), ..., fa(z) les coordonnées de f(z), on peut écrire pour

chaque x € E,
f(z) = (Ai(z), .. fa(2))-
On voit donc que 1’application f détermine les applications
fi=priof : E — F; (1<i<n),

et réciproquement, 1a donnée des fonctions f; définit une application f de F dans
Fy x ... x F, en posant

f iz — (i(z), ..., fa(z)).
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1.4. Relations dans un ensemble

Nous rappelons dans ce paragraphe les notions élémentaires de relations, de
relation d’équivalence et de relation d’ordre. Nous nous limitons volontairement
aux développements indispensables & 1a compréhension du reste du cours.

1.4.1. DEFINITIONS. EXEMPLES
1.4.1.1. Définition

Soit E un ensemble. On appelle relation binaire sur E, tout couple
R = (E,T), oa T est une partie de E x E que I'on appelle graphe de la
relation R.

Si (z,y) € T, on dit que z est en relation avec y; on note xRy, sinon on
note I(zRy).

1.4.1.2. Exemples

a) Soit ' un ensemble et soient z,y € E. xRy si et sculement si z = y est une
relation binaire sur E.

b) La relation d’inclusion est une relation binaire dans 1’ensemble P(E) des
parties d’un ensemble E.

1.4.1.3. Définition
Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que :
a) R est réflexive si pour tout z € E,ona zRzx;
b) R est symétrique si pour tout x € E et pour touty € E, zRy => yRz;

¢) R est antisymétrique si pour tout x € E et pour tout y € E, (zRy et
yRz) =z =y;

d) R est transitive si quels que soient z,y,z € E, (zRy et yRz) => zRz.

1.4.1.4. Exemples

a) La relation d’égalité de I’exemple 1.4.1.2 est réflexive : pour tout z € E, on
az=nuz.

b) Dans I’ensemble P(E) des parties non videes d’un ensemble E, 1'inclusion
est réflexive, antisymétrique et transitive.

¢) Dans Z* = Z — {0}, larelation zRy <= z divise y est réflexive et transitive
mais elle n’est ni symétrique ni antisymétrique, ce qui montre au passage que la
propriété d’antisymétrie n’est pas la négation de la propriété de symétrie.

25



COURS D’ ALGEBRE

1.4.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE
1.4.2.1. Définition

On dit qu'une relation binaire R dans un ensemble E est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

On note 2Ry ou z = y(mod R) qui se lit « z est équivalent 2 y modulo R ».

1.4.2.2. Exemples
a) L'égalité dans E, (zRy <= z = y) est une relation d’équivalence.

b) Dans Z x Z*, (p, ) R(P',¢') <= pq’ = p'q est une relation d’équivalence.

¢) Soit p un entier > 1. Dans Z la relation
z = y(mod p) <= pdivisez — y

est une relation d’équivalence. En effet sin € Z,onan — n = o.p, donc la
relation est réflexive. Si n, m et k sont des éléments de Z tels que n — m = kp,
onam—n = (—k)p et larelation est symétrique. Si n, n’, m, k, k' € Zsonttels
quen—n' = kpetn’'~m =k'ponan—m = (n—n')+(n'—m) = (k+¥')p,
donc 1a relation est transitive.

1.4.2.3. Définition

Soit R une relation d’ équivalence sur un ensemble E. On appelle classe
d’équivalence d’un élément ¢ de E, et on note cl(z) ou  ou £, I'ensemble des
y € E qui sont équivalents a z modulo R.

L’ensemble des classes d’ équivalence s’ appelle I’ensemble quotient de E
par R et se note E/R. Tout élément d'une classe d’ équivalence s appelle un
représentant de cette classe.

Par définition de E /R, P'application # : ¢ —— & de E dans E/R est
surjective ; on I’appelle ’application canonique ou la surjection canonique.

14.24. Exemple

Dans I’exemple 1.4.2.2 ¢) laclasse d’équivalence d’un entier n est 1’ensemble
{..n—=2p,n—p,n,n+p, Jb +2p,...}

qu’onappelle la classe de congruence de n» modulo p ; une classe de congruence
modulo p est aussi appelée un entier modulo p.
L’ensemble quotient E'/R se note ici

Z/pZ.
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1.4.2.5. Théoréme

Soit R une relation d’ équivalence sur un ensemble E. L ensemble des classes
d’ équivalence modulo R forme une partition de E. Réciproquement, toute par-
tition de E définit une relation d’ équivalence dont les classes sont les éléments
de la partition donnée.

Démonstration. On a ¢ € &, puisque la relation est réflexive ; donc pour tout
z € E, & #@.Puisquez € ,0na

E=|J{z}c JicE.

z€eE zeE

Les classes ne sont donc pas vides et leur réunion est 1’ensemble E.

Montrons que deux classes d’équivalence z et i sont identiques si et seule-
ment si zRy.

Supposons d’abord que zRy et soit z € &; alors on a xRz, donc yRz et
par suite z € y, ce qui montre que £ C y. Par symétrie, on verrait de méme que
y C z.Donc = 3.

Inversement supposons que & = y. On a toujours ¢ € ¢ = y, donc zRy.

Supposons maintenant que ¢ # . S’il existait z € F tel que z € £ Ny, alors

2Rz et zRy. Comme la relation est symétrique et transitive, on en déduirait
zRy, d’od £ = y contrairement 2 1’hypoth2se. Donc z Ny = @.
Réciproquement, si (A;);es est une partition de E, la relation xRy si et
seulement si z et y appartiennent au méme A; est une relation d’équivalence.
En effet puisque UA,- = F, pour tout ¢ € FE, il existe un indice 7 tel que
iel
z € A;. Donc zRz. La relation R est évidemment symétrique. Soient z,y, z
des éléments de F tels que 2Ry et yRz. Alorsilexiste i € I tel que = € A; et
y € A;,etilexiste j € Itelque y € Aj et z € A;. Comme y € A; N Aj,ona
A; N Aj # @,donc A; = Aj, et par suite Rz, d’ol la transitivité de R.
Il est clair que les classes d’équivalence sont les éléments A; de la partition
donnée.

Le résultat suivant sera souvent utilisé dans la suite du cours.

1.4.2.6. Théoréme (Décomposition canonique d’ une application.)

Soient E et F deux ensembles et f : E — F une application.

a) La relation binaire R définie sur E par : cRy si et seulement si f(z) = f(y)
est une relation d’ équivalence dans E dite associée @ f.

b) Soient « la surjection canonique de E sur E/R et j injection canonique de
f(E)dans F . Alors il existe une application bijective unique f : E/R — f(E)
telle que f = jofom.
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Démonstration.
a) On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence dans E.

b) Définissons une application f : E/R — f(E) en posant, pour toute classe
z € E/R,

f(@ = f(=)

ol z est un représentant de la classe £ ; autrement dit, on a
f = ?07!' .

L’application f ne dépend que des classes modulo R et non du représentant
de la classe . Si en effet y est un autre représentant de la classe &, on a 2Ry,

i.e.f(z) = f(y) = f().

Montrons que f est bijective.

Soient &, 9 € E/R tels que f(2) = f(¥); si = est un représentant de 3 et y
est un représentant de y, ona

f(z) = F(2) = F(9) = f(v),

donc Ry et par suite & = ¥, ce qui prouve que f est injective.

_ Pourtouty € f(E),ilexisteun = € Etel que y = f(z). Donc y = f(&) et
f est surjective, donc bijective.

§’il existait une autre application g : E/R — F telle que f = gom, on
aurait pour tout x € E,

f(&) = f(z) = 9(2)
d’ol f = g, ce qui prouve I’unicité de f.
Si enfin j est 1'injection canonique de f(E) dans F, il est clair que pour tout

z€ E,ona _ B _
i(f (n(2))) = f(n(z)) = f(2) = f(=).
Donc f = jofor et on a le diagramme suivant

E f L F

E/R — f(E)

|
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1.4.2.7. Définition

La décomposition f = jofor s’ appelle la décomposition canonique ou la
factorisation canonique de f.

La bijection f s’ appelle application induite par f ou encore ’application
déduite de f par passage au quotient.

1.4.3. RELATIONS D’ORDRE
1.4.3.1. Définition

On dit qu’ une relation binaire dans un ensemble E est une relation d’ordre
si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

En général, une relation d’ordre sera notée < et on dit que (E, <) est un
ensemble ordonné.

z < y se lit «z est inférieur ou €gal & y» ou «z est plus petit que y».

Siz < yetz # y,onécritz < you y > z et on dit que « z est strictement
inférieur 2 y» ou «y est strictement supérieur a z ».

Soit (£, <) un ensemble ordonné. On dit que deux éléments = et y de £
sont comparables si z < you y < z. Si deux €léments quelconques de E sont
comparables, on dit que 1a relation d’ordre < est une relation d’ordre total;
(E, <) est alors dit totalement ordonné. Dans le cas contraire on dit que < est
une relation d’ordre partiel et (E, <) est dit partiellement ordonné.

1.4.3.2. Exemples
a) Dans N, Z, QetR, I’ordre usuel est un ordre total.

b) Soit F un ensemble. La relation d’inclusion est une relation d’ordre partiel (en
général) entre éléments de P(E). On dit que P(F) est ordonné par inclusion.

¢) Dans N, la relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel. Par exemple
3 ne divise pas 8 et 8 ne divise pas 3.

Ici encore, notre but n’est pas de faire la théorie générale des ensembles
ordonnés. Nous n’exposerons que les notions dont nous aurons besoin ultérieu-
rement.

Soit (£, <) un ensemble ordonné et soit A une partic de E. Larelationz < y
entre éléments de A est évidemment une relation d’ordre sur A, appelée relation
d’ordre induite sur A par celle de E.

1.4.3.3. Définition

Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.
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a) On dit qu’un élément a € E est un majorant (resp. un minorant) de A, si
z < a(resp. a < z) pour tout = € A.

b) On dit qu’ un élément a € E est un plus grand (resp. un plus petit) élément
de A, si a € A et si a est un majorant (resp. un minorant)de A.

On dit que A est majorée (resp. minorée) si A admet des majorants (resp.
des minorants). Si A est majorée et minorée, on dit que A est une partie bornée.

Remarquons qu’une partie A d’un ensemble ordonné n’admet pas nécessai-
rement un plus grand ou un plus petit élément. Par exemple si E = INet si A est
I’ensemble des nombres pairs, A n’a pas de plus grand élément. Toutefois, si A
admet un plus grand (ou un plus petit) €lément, celui-ci est unique. En effet, si
a,a’ € Asonttelsque z < aetz < o' quel que soit = € A, alors, en particulier,
ona:a<a' eta’ < a,d’ota= a’.On pourra donc parler du plus grand (ou du
plus petit) élément de A lorsqu’il existe.

Le plus petit des majorants (resp. le plus grand des minorants) de A, s’il
existe, s’appelle la borne supérieure (resp. 1a borne inférieure) de A et se note
sup(A) (resp. inf(A)).

Une partie A d’un ensemble ordonné E n’admet pas nécessairement une
borne supérieure (resp. inférieure). Toutefois, si A admet une borne supérieure
(resp. inféricure), elle est unique mais elle peut ne pas appartenir & A.

Par exemple, si £ = Q, ordonné par l’inégalité habituelle, et si
A = {z € Q:z>0etz? < 2},alors I'ensemble A est minoré par n’importe
quel nombre rationnel négatif ou nul. On a inf(A) = 0 mais A n’admet pas de

borne supérieure dans Q puisque v2 ¢ Q.

Si A posstéde un plus grand (resp. un plus petit) élément a, alors a, qui
appartient & A, est la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de A. Soit en
effet a le plus grand élément de A; alors a est un majorant de A et si a’ est
un autre majorant de A,on a: a < a’ car a € A. Donc a est le plus petit des
majorants de A, c’est-A-dire la borne supérieure de A.

On démontrerait de m&me 1’assertion concernant la borne inférieure.

I1 faut bien noter qu’une partie peut trés bien avoir une borne supérieure
(resp. inféricure) sans avoir de plus grand (resp. plus petit) élément. Si en effet
nous reprenons £ = Qet A = {z € Q : £ > 0 et z* < 2}, 0 est bien la borne
inférieure de A mais A n’admet pas de plus petit élément. De méme A n’admet
pas de borne supérieure, donc pas de plus grand €lément.

Voici une caractérisation de la borne supérieure.

Théoréeme

Soient (E, <) un ensemble totalement ordonné, et A une partie de E. Pour
qu’un élément b de E soit la borne supérieure de A, il faut et il suffit que b vérifie
les deux conditions.

a) Pourtoutz € A,ona:z <b.

b) Pour tout élément c € E tel que ¢ < b, il existe ¢ € Atel que c < z.
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Démonstration. Si b est la borne supérieure de A, b est un majorant de A. La
condition b) est vérifiée car sinon ¢ serait un majorant de A strictement inférieur
ab.

Réciproguement, si les deux conditions sont vérifiées, alors b est un majorant
de A et tout €lément de E strictement inférieur A b n’est pas un majorant de A.
Donc b est le plus petit des majorants de A, i.e., 1a borne supérieure de A,

Soit (E, <) un ensemble ordonné. S’il existe un élément a € E tel que la
relation a < z entraine z = a (resp. la relation z < a entraine z = a) pour tout
z € F, on dit que a est un élément maximal (resp. minimal) de E.

On dit qu’un élément de E est extrémal s’il est ou maximal ou minimal,
Un élément maximal (resp. minimal) de E, §’il existe, est noté max E' (resp.

min E),

Par exemple, pour la relation de divisibilit¢ dans IN — {0, 1}, les éléments
minimaux sont les nombres premiers mais il n’y a pas d’élément maximal, ni de
plus petit élément.

De me&me pour la relation d’ordre naturel < dans R, il n'y a ni élément
minimal, ni élément maximal.

Remarquons que si E est totalement ordonné, les notions d’¢lément maximal
et de plus grand élément coincident ; mais lorsque E est partiellement ordonné, il
n’en est pas ainsi, c’est donc dans ce dernier cas que lanotion d’élément maximal
présente un intérét (voir I’exemple de IN — {0, 1} ci-dessus).

1.44. APPLICATIONS MONOTONES. APPLICATIONS DANS
UN ENSEMBLE ORDONNE

Soient E et F deux ensembles ordonnés (on notera < ou < larelation d’ordre
dans E et dans F) et soit f une application de E dans F.

Onditque f est croissante (resp. strictement croissante) silarelationz < y
(resp. ¢ < y) dans E entraine la relation f(z) < f(y) (resp. f(z) < f(y)
dans F,

On dit que f est décroissante (resp. strictement décroissante) si la relation
z < y(resp. z < y) dans F entraine larelation f(z) > f(y) (resp. f(z) > f(y))
dans F.

On dira que f est nonotone (resp. strictement monotone) si f est croissante
ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Soit maintenant f une application d’un ensemble quelconque A dans un
ensemble ordonné E. On dit que f est majorée (resp. minorée) si f(A) est une
partie majorée (resp. minorée) dans E. Si f est majorée et minorée dans A, on
dit que f est bornée dans A.

On appelle borne supérieure (resp. borne inférieure) de f dans A la borne
supérieure (resp. la borne inférieure) dans E (si elle existe) de I’ensemble f(A).
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On les note respectivement

sup f(x) , inf f(z)
z€A r€EA

Remarquons que les notations et les définitions précédentes s’appliquent aux
familles d’éléments de E. Soit (z; )i s une famille d’éléments de E. Si les bornes
supérieure et inférieure de la famille existent, on les note

sup z; et inf z;.
i€l i€l
En particulier, pour une suite (£, )n>1, on écrit
sup z,, , inf z,,.
n>1 n>1

1.4.5. INTERVALLES

Soient (£, <) un ensemble totalement ordonné, a, b des éléments de E tels
que a < b. On appelle intervalle fermé [a, b] I’ensemble des = € E tels que
a<z<b

Soient a et b des éléments de E tels que a < b. On appelle intervalle ouvert
Ja,b[,I’ensemble des € E'telsque a < z < b.

On dé¢finit de me&me les intervalles semi-ouverts
la,b] ={z € E 1a<z<b}
et
[a,b[={z € E :a <z < b}

Par extension, on définit les demi-droites fermées
[¢,—[={z€E:2>a}

]—,a)={z € E :z<a}
et les demi-droites ouvertes
la,—[={z€F :2>a}

]—,a[={z € F :z < a},
pourtouta € E.

11 est clair que si I est un intervalle ou une demi-droite de F, alors pour tout
couple (z, y) d’éléments de I, tout élément compris entre z et y appartient encore
a I. On vérifie cette propriété en utilisant 1a transitivité de la relation d’ordre.

Soit E un ensemble totalement ordonné et soit # € E. On appelle prédéces-
seur 'z de z tout élément tel que 'z, z[= @. On notera que si 'z existe, il est
unique.

De méme le successeur x' de z est un élément tel que ]z, 2'[= @. Si =’
existe, il est unique.
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1.5. Entiers naturels. Ensembles finis

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques propriétés des entiers na-
turels. Nous n’exposerons pas ici les détails de 1a construction axiomatique de
I’ensemble IN des entiers naturels ce qui déborderait largement le cadre de ce
cours. Nous admettons donc I’existence de INet nous supposons que le lecteur est
familiarisé avec 1’addition, la multiplication des entiers et les propriétés usuelles
de ces opérations.

Nous étudierons ensuite quelques propriétés élémentaires des ensembles finis,

1.5.1. L’ENSEMBLE DES ENTIERS NATURELS

Nous admettrons qu’il existe un ensemble non vide et ordonné, noté IN,
appelé ensemble des entiers naturels, et vérifiant les axiomes suivants:

(N1) Toute partie non vide de INadmet un plus petit élément.
(N2)  Toute partie non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.
(N3) NN n’apas de plus grand élément.

Le plus petit élément de Nest noté 0.

Conséquences de la définition

a) Toute partie {n, m} a deux éléments de IN admet un plus petit élément, donc IN
est totalement ordonné.

b) Tout élément a € IN— {0} admet un prédécesseur.
Posons
N(@)={neN:n<a}.

Ona N(a) # @car 0 € N(a). Uensemble non vide N(a) est majoré par
a; il admet donc un plus grand €lément que nous oterons oc. On a évidemment
x< aet] x,a[= @B, donc o est le prédécesseur de a.

¢) Tout élément a € INadmet un successeur.
Posons en effet
N'(a)={neN:a<n}.

N'(a) estnon vide car si N'(a) était vide, N admettrait un plus grand élément
contrairement 3 I’axiome (V3 ). D’apres (N ), N’(a) admet un plus petit élément
que nous noterons A. Il est clair que a < et |a, B{= @, ce qui montre que 3 est
le successeur de a.

Le successeur de 0 est noté 1, celui de 1 est noté 2, etc.
On pose
N* =N- {0}.

Ces remarques montrent que 1’application qui, A tout élément de IN associe
son successeur, est une bijection croissante de INsur IN*.
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Nous allons introduire le raisonnement par récurrence qui joue un role es-
sentiel en mathématiques. Il est fondé sur le résultat suivant appelé théoréeme de
récurrence.

1.5.1.1. Théoréme
Soit P(n) une propriété dépendant de I’ entier n. Supposons que
a) P(0) est vraie.

b) Pour tout n € N, la relation P(n) vraie implique P(n + 1) est vraie. Alors
P(n) est vraie pour tout n € IN.

Démonstration. Considérons I’ensemble A des €léments n de Ntels que P(n)
soit vraie. C’est une partie de IN, non vide puisque O € A. 11 s’agit de montrer que
A = Nou, ce qui revient au méme, que N— A = @. Supposons que N— A £ @,
Alors d’apres I’axiome (N ), N — A poss2de un plus petit élément m et comme
0¢& N— A, onam € N, Soit a le prédécesseur de m. Puisque m est le plus
petit élément de IN— A, a € A. Alors d’aprds ’hypothese b), a € A entralne
m € A contrairement au fait que m € N— A. Donc N— A = @ et par suite
A=N.

1.5.1.2. Exemple

Soient z un nombre réel positif et n un entier. Montrons que (1+z)” > 1+4nz.

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur n. Soit P(n) la
propriété
Ve e Ry) (1 +2)° > 1+ nz).
P(0) est vraie car (Vz € Ry) (1 +2)° > 1).

Montrons que P(n) == P(n + 1). Supposons P(n) vraie, i.e.
(14 =)™ > 1 + nz. Multiplions les deux membres de cette inégalité par 1 + x
qui est positif; on obtient

A+ >0 4n2)Q+2) =14 (n+ Dz + nz?

Comme 1 + (n + 1)z + nz? > 1 4 (n + 1)z, il vient
(1+2)"* 21+ (n+1)z,
et 1a propriété P(n + 1) est vérifiée.

1.5.2. ENSEMBLES FINIS. CARDINAUX
1.5.2.1. Définition

Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont équipotents s’ il existe
une bijection de E sur F.
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On vérifie facilement que 1’équipotence est une relation réflexive, symétrique
et transitive entre ensembles. Toutefois, il ne s’agit pas d’une relation binaire
sur un ensemble dont les éléments sont tous les ensembles ; on montre qu’un
tel ensemble n’existe pas. On ne peut donc parler de relation d’équivalence ni @
fortiori de classes d’équivalence.

1.5.2.2. Définition

On dit qu' un ensemble E est fini 5'il est vide ou s'il existe un entier naturel
n > 1 tel que E soit équipotent a I'intervalle [1,n) de N.

Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

1.5.2.3. Théoréme

Soient n et m deux entiers > 1. Pour qu’il existe une injection de [1, n] dans
[1, m), il faut et il suffit que n < m.

Démonstration. Si n < m, on a {1, n] C [1, m]. Alors I'injection canonique de
[1, n] dans {1, m] est injective.

Pour démontrer la réciproque, nous allons raisonner par 1’ absurde. Supposons
qu’il existe une injection de [1, n] dans (1, m] avec m < n. Alors I’ensemble E
des entiers n > 1 tels qu’il existe un entier m > 1 et une injection de [1, n] dans
[1,m] avec m < n est non vide; donc F admet un plus petit lément que nous
noterons ng. Soit mqo un entier non nul tel que my < ng et soit f une injection
de [1, no] dans (1, mg]. Comme 1 < mg < ng,onang # 1,d°od f(no) # f(1)
puisque f est injective. On en déduit que mg > 1 car si on avait mg = 1, f serait
constante et égale 2 1. La restriction f; de f 2 1, no — 1] est injective comme
restriction d’une application injective.

Définissons une application h : {1, mg] — f(no) — [1, mg — 1] en posant
h(n) = { n si n< f(no)

n—1 si n> f(no).

Alors h est injective. Donc 1’application hofi, composée de deux injections,
est une injection de [1, ng — 1] dans [1, mo — 1] ; ce résultat contredit 1a définition
de ng car mp—1 < no—1 puisque mp < np. Le théordme est donc démontré.

1.5.2.4. Corollaire

Soient n et m deux entiers > 1. Pour qu'il existe une bijection de [1, n] sur
(1, m), il faur et il suffit que n = m.

On en déduit que si un ensemble E est équipotenta {1,...,n}eta {1, ..., m},
alors n = m.

Nous pouvons donc poser la définition suivante :
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1.5.2.5. Définition

Soit E un ensemble fini non vide. On appelle cardinal de E ou nombre
d’éléments de F, I'unique entier naturel n > 1 tel que E soit équipotent
[1,n)].

On écrit Card(E) = nou |E| = n.
Par définition, Card(@) = 0.

On démontre qu’une partie non vide de N est finie si et seulement si elle est
majorée. On en déduit que ’ensemble Nest infini.

Nous allons énoncer quelques propriétés élémentaires des ensembles finis.
Ces propriétés se démontrent facilement & partir des définitions et des résultats
précédents.

1.5.2.6. Théoréme
a) Si E et F sont deux ensembles finis équipotents, on a Card(E) = Card(F').

b) Si F' est une partie d'un ensemble fini E, alors F est fini et Card(F) <
Card(F). Si de plus, Card(F') = Card(E), alors F = E.

¢) L’intersection d’une famille finie ou infinie d’ ensembles finis est finie.
d) Si E et F sont deux ensembles finis, alors E U F est fini et
Card(E U F) + Card(E N F) = Card(E) + Card(F).
e) Si E etF sont deux ensembles finis, alors E x F est fini et
Card(E x F) = Card(%) . Card(F).
Plus généralement, si E\, ..., E; sont des ensembles finis, on

Card(Ey % ... x Ep) = Card(E;) . Card(E,) ... Card(E,).

Voici encore quelques propriétés des applications d’un ensemble fini dans un
. autre ensemble fini.

1.5.2.7. Théoréme
Soient E et F' deux ensembles finis et f une applicationde E dans F. Alors :
a) Card(f(E)) < inf(Card(E), Card(F)).
b) Card(f(E)) = Card(E) si et seulement si f est injective.
¢) Cardf(E)) = Card(F) si et seulement si f est surjective.

d) SiCard(E) = Card(F),alors f estinjective si et seulement si f est surjective.
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Démonstration

a) Tl est clair que Card(f(E)) < Card(F') puisque f(E) C F. Donc f(E) est
un ensemble fini. Posons

F(E)={z1,...,zn}

On peut écrire : E= CJ 7 ({=:)).

Ainsi E apparait comme une réunion d’ensembles disjoints deux a deux.
Comme f~! é){:c,}) # O, on a (Théoreme d)), Card(E) > n, c’est-a-dire
Card(E) > Card(f(E)).

b) Conservons les notations du a). Alors f est injective si et seulement si pour
touti € {1,...,n},ona Card(f~! ({z;})) = 1, ce qui signifie que Card(E) =
n = Card(f(E)).

¢) résulte du Théordme 1.5.2.6, b).

d) découle immédiatement des résultats précédents. O

1.6. Ensembles dénombrables
1.6.1. DEFINITION. EXEMPLES
1.6.1.1. Définition

On dit qu’ un ensemble E est dénombrable s’il est équipotent a N.

On dit qu’un ensemble E est au plus dénombrable 5°il est fini ou s'il est
dénombrable.

Siun ensemble F est dénombrable, il est infini comme IN. L’existence d’une
bijection f : IN — F permet de numéroter les éléments de E ; en notant z,, au
lieu de f(n), on peut donc ranger les éléments de E en une suite zo, z1, ..., Tn).

1.6.1.2. Exemple

L’ensemble P des entiers pairs est dénombrable.
En effet, ’application f : N — P définie par f(n) = 2n est bijective.

1.6.1.3. Exemple

L’ensemble IN* est dénombrable car I’application f : N — IN* définie par
f(n) = n + 1 est bijective par définition méme de IN.
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1.6.1.4. Exemple

Z est dénombrable.
En effet, I’application f : N — Z définie par

n .
— si n est pair

f(n) =

si n est impair

est bijective.

1.6.1.5. Exemple

N x Nest dénombrable.

Ecrivons en effet les éléments de N x N dans un tableau infini & double
entrée :

0 1 2 p
0](0,0) (0,1) (0,2) .. (0,p)
11,00 1,1 (1,2) .. (1,p)
212,00 (2,1) (2,2) .. (2,p)
¢1(,0) (¢1) (3,2) .. (¢p)

On obtient 1a suite :
To = (0)0)) T = (110)) 3 = (0) 1)) 3 = (2;0)) T4 = (1; 1))
d’ot une bijection de IN sur IN x I\,

1.6.2. PROPRIETES ELEMENTAIRES
1.6.2.1. Théoré¢me

Toute partie A d’un ensemble dénombrable E est au plus dénombrable.

Démonstration. Par hypoth2se, il existe une bijection f de E' surIN. Larestriction
de f a A est encore une bijection de A sur une partie f(A) de IN. Il suffit donc
de démontrer que toute partie infinie B de IN est dénombrable.
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Pour cela, définissons par récurrence une application £ — n; de Ndans B
de la fagon suivante; ng est le plus petit élément de B et pour k£ > 1, ny estle
plus petit élément de B — {ng, n1, ..., nx—1} qui est une partie non vide de B
puisque B est infinie par hypoth&se.

Cette application est injective car si k¥ < p, alors par construction,
np, ¢ {no,n1,...,nx}, et donc n, # n;. Pour montrer qu’elle est surjective,
nous allons raisonner par 1’absurde et supposer qu’il existe un élément a € B
tel que @ # n; pour tout k € N. Alors ¢ € B — {ng, ny,...nx_1} pour tout
k € IN* et, par définition de nj, on a n; < a. Comme d’autre part no < a,ona;:
ng < a pour tout £ € IN. Ainsil’image de Npar I’application injective k —— ny,
est contenue dans I’intervalle [ng, a] de IN et IN est équipotent 2 cet intervalle.
Comme [no, a] est un ensemble fini, cela contredit le fait que Nest infini.

Ainsil’application k —— nj, est surjective ; elle est donc bijective d’ot notre
assertion. m]

1.6.2.2. Lemme
Si E est un ensemble dénombrable et si f est une application bijective de E
sur un ensemble F, alors F est dénombrable.

C’est évident, car si ¢ est une bijection de Nsur E, alors fo¢p est une bijection
de Nsur F.

1.6.2.3. Lemme

Soient E un ensemble dénombrable et f une application surjective de E sur
un ensemble F. Alors F est au plus dénombrable.

Démonstration. Puisque E est équipotent & IN, on peut supposer que £ = IN.
Comme f est surjective, pour tout y € F', lapartie f~! ({y}) de Nest non vide.

Soit m(y) le plus petit élément de f~! ({y}) ; on définit ainsi une application
m : FF — IN. Comme fom = Idg,1’application m est injective. L’application
y — m(y) est une bijection de F sur la partic m(F") de N. m(F') étant au plus
dénombrable d’apres le Théordme 1.6.2.1, F' est au plus dénombrable.

1.6.2.4. Corrolaire

Tout ensemble quotient d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

1.6.2.5. Théoréme
Si By, B, ..., E, sont des ensembles dénombrables, I'ensemble E, x
Ey x ... x E,, est dénombrable.

Démonstration. I1 suffit de démontrer le théor®me si n = 2; le cas général s’en
déduit par récurrence.

Soit m —— z,, (resp. k —— ) une bijection de IN sur E}, (resp. sur E5).
Alors (m, k) — (zm, yi) estune bijectionde Nx Nsur E; x E, donc, puisque
IN x Nest dénombrable, E; x E; est dénombrable (Lemme 1.6.7).
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1.6.2.6. Théoréme

Soit (Ey, E», ...) une suite finie ou infinie d’ ensembles dénombrables. Alors
[e.e]

E= U E; est un ensemble dénombrable.

i=1

Démonstration. Pour tout n fixé, il existe une bijection f, : N — E,.
Définissons une application ¢ : N x IN — F en posant g(n,m) = f,(m).
Cette application est surjective. En effet, pour tout £ € E, il existe au moins un
i € Ntelque z € E; ; sionpose k = f; ! (z), alors g(i, k) = =.

D’apres le Lemme 1.6.2.3, E est au plus dénombrable ; mais puisque un des
ensembles E,, est infini, F est lui-m&me infini.

1.6.2.7. Corollaire

L’ ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable.

Démonstration. L'ensemble A des couples (p, q) d’entiers p > O et ¢ > O est
dénombrable comme sous-ensemble infini de Nx IN. L’ensemble X des nombres
rationnels positifs, qui est I'image de A par 1’application (p, ¢) — p/q.estdonc
dénombrable d’apres le Lemme 1.6.2.3. De m&me I’ensemble Y des nombres
rationnels négatifs est dénombrable (considérer I’application (p, ¢) — —p/q).
Comme Q = {0} U X UY, on voit que Q est dénombrable. m|

On démontre que 1’ensemble R des nombres réels n’est pas dénombrable

(Théordme de Cantor) et méme plus précisément, que si (a, b) € R avec a < b,
alors )a, b[ n’est pas dénombrable.

1.7. Analyse combinatoire

Dans ce paragraphe, nous allons aborder les probleémes de dénombrement ; il
s’agira de calculer les cardinaux d’ensembles finis.

1.7.1. ARRANGEMENTS AVEC REPETITION
1.7.1.1. Définition

Soit E un ensemble fini non vide et soit p un entier naturel non nul. On
appelle arrangement de p éléments de E avec répétition toute application de
{1,2,...,p}dans E.

Le théordme suivant donne le nombre d’arrangements avec répétition des
éléments d’un ensemble fini.
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1.7.1.2. Théoréme

Soient F' un ensemble fini de cardinal p et E un ensemble fini de cardinal n.
L’'ensemble F(F, E) des applicationsde F dans E est fini et a pour cardinal n?.

Démonstration. Soient F' = {by, ..., by} et E = {a1, ..., an}.

Pour définir une application f de F' dans F, il suffit de se donner les é1éments
f(b), ..., f(by) de E.

Nous allons calculer le nombre d’applications de F' dans E par récurrence
sur p, n étant fixé.

Sip =1,0ona F = {b}. Les applications de F dans E sont alors définies
par
by — fi(h1) = a;, (1<i<n);

donc F(F, E) est fini et a pour cardinal n.

Supposons la propriété vraie pour Card(F') = p — 1 et démontrons-la pour
Card(F') = p. Soit b un élément de F'; posons

F=F U{b}, onCard(F')=p—1.
Une application de F' dans E est définie de fagon unique par sa restriction
a F' et par I'image de b. 11 y a n images possibles pour b et, d’apr2s 1I'hypothese

de récurrrence, il y a nP~! restrictions possibles 2 F”. Le nombre d’applications
de F dans E est donc n. n?~1 = nP,

1.7.1.3. Corollaire

Si E est un ensemble fini de cardinal n > 1, alors I'ensemble P(E) des
parties de E est fini et a pour cardinal 2™.

Démonstrations. A toute partic A de E associons sa fonction caractéristique
x4 : A — {0,1} définie par

lsize A
Xal®) =1 GsizecE_4

Réciproquement, 2 toute fonction ¢ € F(E, {0,1}) associons la partie A
de E définie par A = o~ 1({1}). Alorsona ¢ = xa.

On a ainsi établi une bijection A — x4 de P(E) sur F(E,{0,1}) et il
suffit d’appliquer le Théoréme 1.7.1.2.

1.7.1.4. Remarque

C’est a cause de la formule donnée au Théoréme 1.7.1.2 que ’ensemble
F(F; E) de toutes les applications de F dans E se note souvent E¥

DeEmeme, en raison de la formule du Corollaire 1.7.1.3, P(E) est souvent
noté 2~.
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1.7.1.5. Théoréme
a) Soient E un ensemble fini et (Ai)i<i<n Une partition finie de A. Alors

Card(A) = zn: Card(4;);
i=1

b) (Principe des bergers) Soient E et F des ensembles finis et f une application
surjective de E sur F.On suppose que pour tout y € F,Card(f~*({y})) = p.
Alors Card(E) = p . Card(F).

Démonstration. a) Comme A : UA; et AiNA; = @sii# j,ona par

i=1
récurrence sur n (le cas n = 2 étant évident):

Card(A) = z": Card(A;).
=1

b) 11 suffit d’appliquer a) A 1a partition de E définie par la relation d’équivalence
associée 2 f : Ry si et seulement si f(z) = f(y).

1.7.2. ARRANGEMENTS SANS REPETITION.
PERMUTATIONS

1.7.2.1. Définition

Soit E un ensemble fini de cardinal n et soit p un entier naturel > 1. On
appelle arrangement de p éléments de E sans répétition, toute application
injectivede {1, ..., p} dans E.

Le nombre de ces arrangements est noté AP,

On remarquera qu’il ne peut exister d’injectionde A = {1, ..., p} dans E que
si p < n; en effet, si f est une injection de A dans E, c’est une bijection de A
sur f(A) C E, donc (Théoreme 1.5.2.7, b)) Card(f(A)) =p.Onadoncp < n
(Théorme 1.5.2.7, a)). Nous supposerons donc que p < n.

1.7.2.2. Théoréme

Soient F' un ensemble fini de cardinal p et E un ensemble fini de cardinal
n, avec p < n. L'ensemble des applications injectives de F dans E est fini et
posséde n(n — 1) ... (n — p+ 1) éléments.

Démonstration. Soient F' = {by, ..., by} et E = {ay, ..., a, }. Pour définir une in-
jection f de F dans E, il suffit de se donner les éléments distincts f(b1), ..., f(bp)
de E. Nous allons calculer le nombre A?, d’injections de F' dans E par récurrence
sur p, n étant fixé.

Si p = 1, lerésultat est évident. Supposons le théordme vrai pour Card(F) =
p — 1 et prouvons-le si Card(F') = p.
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Soit b un élément de F;ona F = {b} U F’, ot Card(F’) = p — 1. Une
application f de F dans E est définie de fagon unique par sa restriction f a
F' et par 1a donnée de f(b). Si f est injective, il est clair que f’ est injective.
Si f' est injective, f est injective si et seulement si f(b) est choisi parmi les
¢éléments de E — f/(F') qui sont aunombre de n — (p — 1) = n — p+ 1 puisque
Cardf'(F)) =p-1.

Toute injection de F' dans E se prolonge ainsi en n — p + 1 injections de F'
dans E. Comme d’apres I’hypothese de récurrenceilyan(n—1) ... (n —p+2)
injections de F' dans F,onvoitqu’ilyan(n—-1) ...(n—p+2)x(n—p+1)
injections de F dans E et le théoréme est démontré.

Notation. Soit n un entier > 0. On pose

qui se lit «factorielle n » avec par convention0! = 1.

La formule du Théoréme 1.7.2.2 peut alors s’écrire, en multipliantet divisant
par (n — p)!

n!

Aﬁ:n(n—l)...(n-—p+1)=m—)—!.

1.7.2.3. Corollaire

Le nombre des permutations d’un ensemble E a n éléments est n'!

En effet, si # = E, '’ensemble des applications injectives de £ dans £
possede n! éléments. Mais d’apres le Théordme 1.5.2.7 d), les injections de F
dans E sont aussi les permutations de E.

1.7.3. COMBINAISONS SANS REPETITION
1.7.3.1. Définition

Soit E un ensemble fini de cardinal n et soit p un entier < n. On appelle
combinaison sans répétition (ou combinaison) des n éléments de E p @ p, toute
partie de E ayant p éléments.

On dit aussi combinaison de n objets p A p.

Une combinaison est formée d’objets distincts ; deux combinaisons different
par la nature de leurs objets, et non par 1’ordre de ces objets.

P
On note C,l ou (1',') le nombre de combinaisons de n objets p A p.
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1.7.3.2. Théoréme

Soit E un ensemble fini a n éléments et soit p un entier < n. Le nombre des
parties de E a p éléments est :

C? n! n(n—l)...(n—p+1).

Cpl(n—p)! p!

Démonstration. Supposons formé le tableau Z des combinaisons des n €léments
de E, p a p. Considérons une combinaison de Z et effectuons sur les p éléments
qui la composent toutes les permutations possibles ; nous obtenons p! groupes.
En procédant de m&me avec chaque combinaison du tableau Z, nous obtenons
le tableau Z’ des arrangements des n éléments de E, p & p, sans omission ni
répétition.

On adonc p
2 =p1C..
D’ou , ] '
ni

:—-Ap:——,

C" p! " pl(n—p)!

. C” .
Convention. Onpose U, =0sip > n.

P
Donnons ci-dessous quelques propriétés des entiers C,1 qu’on appelle les
coefficients du bindme pour des raisons que nous verrons bientot.

1.7.3.3. Théoréme

On a les propriétés suivantes :
0 1
a) Cn =1, Cn =n  pourtoutn € N;
P n-p
nC,=C.";

p n n-p
o C,, =— Cn—l pour tout n € N* et pour tout p € N*.
Y4

P P p—1
d) Cn =0, 1 +\C,._1  pourtoutn € N* et pour tout p € N*.

Démonstration. Tous ces résultats peuvent se vérifier A 1’aide de calculs simples.
Mais a titre d’exercice, nous allons donner une démonstration sans calcul de b)
etd).

b) Si E est un ensemble & n éléments, notons P, 1’ensemble des parties de E
ayant p élément. L’application qui 2 toute partie associe son complémentaire est
une bijection de Py sur Py, _ ; donc

c-C”
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d) Soit E un ensemble A n éléments et soit a € E. Considérons les ensembles :

P,={A€Pp:ac A}
Py ={A€P, :ag A}.

On a évidemment
P,UP/ =P, et P,NP/ =0,

d’ot
C. = card(P,) = Card(P}) + Card(PY).

Pour calculer Card(P,), on remarque que 1’applicationquia A € P, associe
A — {a} est une bijection de P, sur I’ensemble des parties 2 p — 1 €léments de
p—1
E — {a}; comme Card(E — {a}) = n—1,onaCard(P,) =, _;.
D’autre part, Card(P,/) est le nombre de parties de £ — {a} ayant p éléments,

c’est-a-dire Cf,_l. On en déduit la formule.

Triangle de Pascal

P P p—1
La formule de récurrence C,, = C,,_l + Cn—l permet de construire un

P
tableau triangulaire, appelé triangle de Pascal, dont les ¢léments sont les C,,.
p
On écrit sur une méme ligne les valeurs des C,, pour n fixé:

0
n=20 Co

n  C, C, ... c. ... C.” C.

P P p—1

D’apres la formule C,, = C,,_l + C,,_,, chaque terme du tableau qui
n’est pas un terme extréme est 1a somme du terme situé au-dessus et du terme 2
gauche de ce dernier.
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Chapitre 2 : LOIS DE
COMPOSITION

Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérations algébriques permettant
de composer entre eux, deux éléments quelconques d’un ensemble donné. Au-
trement dit, a tout couple d’éléments d’un ensemble E, nous ferons correspondre
un élément bien défini de E.

Si I’ensemble considéré et 1a loi possedent certaines propriétés, on obtient ce
qu’on appelle une structure algébrique.

On noteraqu’il est souvent possible de définir plusieurs structures algébriques
sur un méme ensemble E. Par exemple, I’ensemble des endomorphismes d’un
espace vectoriel est muni d’une structure d’espace vectoriel et d’une structure
d’anneau.

Nous avons regroupé ici les propriéiés générales des lois de composition et
certaines démonstrations afin que le lecteur puisse s’y reporter aisément.

2.1. Généralités
2.1.1. DEFINITIONS. NOTATIONS. EXEMPLES
2.1.1.1. Définition
Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne sur E, toute

applicationde E x E dans E.

Un ensemble muni d’ une loi de composition interne s’ appelle un magma.

Notations. On note de plusieurs mani2res les lois de composition. Voici quelques
notations utilisées fréquemment :

(z,9)—z+y; (z,y)—z.y
(z,y) — 2Ty ; (z,y)— zly.

Dans ce chapitre, nous utiliserons souvent le signe T ou le signe _L pour noter
les lois de composition, mais ce sont les notations additive (z, y) — = + y et
multiplicative (z, y) — z . y qui sont le plus fréquemment utilisées dans les
applications.

L’image z Ty du couple (z,y) € E x E parlaloi de composition T s’appelle
le composé de z et de y pris dans cet ordre.
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2.1.1.2. Exemple

Dans R, I’'addition (z, y) — z + y et la soustraction (z, y) — z — y sont
des lois de composition internes.
2.1.1.3. Exemple

Soit £ un ensemble. Dans P(E), (A,B)— AUBet(A,B)— ANB
sont des lois de composition internes.
2.1.1.4. Exemple

Soit F(E, E') I’ensemble des applications d’un ensemble E dans lui-méme.

L’application qui, aux éléments f et g de F(E, E), associe fog (composition
des applications) est une loi de composition interne sur F(E, E).

2.1.2. PARTIES STABLES. LOIS INDUITES
2.1.2.1. Définition

Soient (E, T) un magma, et A une partie de E. On dit que A est stable pour
laloi T siles relations ¢ € Aety € A entrainent Ty € A.

L’application (z, y) — zTyde A x A dans A est donc une loi de compo-
sition interne sur A. On ’appelle 1a loi induite sur A par la loi T définie sur £.

2.1.3. COMPOSE DE DEUX PARTIES

Soit (E, T) un magma et soient A et B deux parties de E. On note AT B
I’ensemble des éléments de la forme z Ty, otz € Aety € B.

Silaloi T est notée multiplicativement, on a

A.B={zy:z €A, y€ B}.

Si Ia loi est notée additivement, on a

A+B={z+y:z€ A, y€e B}.

Si par exemple A se réduit 2 un élément z et si B est une partie quelconque
de E, on écrit T B, soit B en notation multiplicative et z + B en notation
additive.
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2.1.4. TRANSLATIONS
2.1.4.1. Définition

Soient (E, T) un magma et a un élément de E. On appelle translation 2
gauche (resp. a droite) définie par a, I'application L, (resp. R,) de E dans E
définie par:

zr— Lo(z)=aTa (resp. £ — Ry(z) = zTa).

En notation multiplicative, on écrit :
z+—— Ly(z)=az et zv+— Ry(z)=2za

pourtoutz € E.
En notation additive, on écrit :

z+— Lo(z)=a+z et z+— Ro(z)=2z+a.

2.2. Propriétés des lois de composition
internes

2.2.1. LOIS ASSOCIATIVES
2.2.1.1. Définition

Soit (E, T) un magma. On dit que la loi T est associative si I'on a

(eTy)Tz=2zT(yTz)

quels que soient z,y, z € E.

On écrit alors :

(TYTz=2T(yT2z)=2TyTz,

et on dit que (£, T) est un magma associatif.

Par exemple, 1’addition et la multiplication dans R sont des lois associatives.

Soit (zy, ..., £») une suite d’éléments d’un ensemble E muni d’une loi de
composition associative T. On définit par récurrence sur n, le composé de ces
éléments en posant

2Tl . . Te,=(@T ... Tep_)Tz,.

En notation additive, on écrit

n
:cl+:c2+...+z,,:z x;.

i=1
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En notation multiplicative, on écrit Ty .2y @ =[] T
n

Sizy =..=2z, ==z, Z z; se note nx et le produit z . x ... z (n facteurs) se
i=1
note z”. On dit que z" est 1a puissance n*° de z.

On vérifie facilement que pour toutentier ptelque 1 < p < n,onalarelation

21T T . Tan= (21T ... Tep)T(zp T ... Ta).

Si 1a loi de composition est notée multiplicativement, cette égalité s’écrit :

122 .. Zn = (€1 22 ... p) - (Tp41 - Tn).

On en déduit que, quels que soient les entiers positifs m et n et quel que soit
z€ FE,ona:

™. " = z,m+n et (xm)n — zmn‘

En notation additive, ces formules s’écrivent :

mz+nz=(m+n)r et n(mz)=(nm)z.

2.2.2. LOIS COMMUTATIVES
2.2.2.1. Définition

Soit (E, T) un magma. On dit que laloi T est commutative si 'on a
zTy=yTz quels que soient z,y € E.

11 peut arriver qu’une loi T n’étant pas commutative, il existe cependant
des éléments z et y de E tels que Ty = yT 2. On dit alors que ces éléments
commutent ou encore qu’ils sont permutables.

On dit qu’un élément z de F est central si tout élément de E est permutable
avec z. On appelle centre de E 1’ensemble des éléments centraux.

2.2.2.2. Remarque

Soit T une loi de composition associative et commutative sur un ensemble F,
et soit (z1, ..., £,) une suite d’éléments de E. On démontre par récurrence sur
n, que le composé z1 Tz T... T z,, est indépendant de I’ordre des facteurs.

Soit £ un ensemble muni d’une addition et d’une multiplication associatives
et commutatives. Soit z;; le terme général d’une famille d’éléments de E telle
quel <i<metl1<j<n, 1,J, m et n étant des entiers positifs. On
suppose que ¢ et j varient indépendamment 1’un de I’autre.
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Disposons les éléments z;; sous la forme d’un tableau rectangulaire :

11 [ 73 1 I Zin
a1 22 ... Ion
Tml Tm2 o--... Tmn

II est clair que, quel que soit I’ordre de sommation, Ia somme S des z;; sera
la mé&me. On a donc :

S= (1’11 +zp+ ...+ 2:1") -+ (1:21 +zpn+ ...+ :L'zn) + ...+

n n n m n
(Zmi +Zm2+ ...+ ZTmn) = Z:c,-j +Zl‘2j + ...+szj = E ( l’ij) .
i=1 ij=1 ji=1 ji=1

i=1
D’autre part, cette méme somme vaut
(zn+za+..+zm)+(E2+zn+ ..+ Zm)+ .+

m m m n m
(Zin + Z2n + oot Tmn) = Dzt + D Tz bk Y Tin =D (E -’vij) :
i=1 i=l1 i=1

j=1 \i=1
Par conséquent, on a
m n n m
EDIDIETE ED I DIEY
i=1 i=1 j=1 \i=1

que I’on écrit

m n

S:ZE::,-J-.

i=l j=I

2.2.3. ELEMENT NEUTRE
2.2.3.1. Définition

Soit (E, T)un magma. On appelle élément neutre pour la loi T, tout élément
e € E tel que I'on ait
zTe=eTz

pour toutz € E.

On appelle magma unifere, un magma dont la loi de composition posséde
un élément neutre.
Pour un tel magma, on pose par convention

Tz =e, pourtoutz € E.
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2.2.3.2. Exemples

a) Dans R, e = 0 est un élément neutre pour 1’addition car quel que soit z € R,
ona:z+0=04+z ==z

b) Dans R, e = 1 est un élément neutre pour la multiplication car quel que soit
z€R,ona:

¢) Id g est un élément neutre pour la composition des applications dans F(E, E).

Une loi de composition peut ne pas admettre d’élément neutre. Toutefois, s’il
existe, un tel élément est unique. En effet, si e et ¢’ sont des éléments neutres
pourlaloi T, alorsona eTe’ = ¢’ car e est €lément neutre ; de m&me e’ étant
élément neutre,onaeTe’ =e. Donce = €',

Cette remarque nous permet de parler de 1’élément neutre.

2.2.3.3. Définition

Soit (E, T) un magma. On dit qu’un élément a € E est régulier (ou simpli-
fiable) a gauche (resp. a droite) si la relation

aTz=aTy entraincz = y
(resp.cTa=yTa entraine z = y)

quels que soient z,y € E.

On dit que a est régulier ou simplifiable s’il est régulier & gauche et 2 droite.

2.2.34. Exemples
a) Dans un magma unifere (E, T), 1’élément neutre est régulier.

b) Dans N tout élément est régulier pour I’addition et tout élément non nul est
régulier pour la multiplication.

2.24. ELEMENTS SYMETRISABLES
2.24.1. Définition
Soit (E, T) un magma unifére d’ élément neutre e. On appelle symétrique
gauche (resp. symétrique 2 droite) d’un élément z de E, tout élément y € F
tel que I’ on ait
yTz=e (resp.zTy=e).
On appelle symétrique de z tout élément y tel que
ylTe=zTy=ce.

On dit que z est symétrisable s’il admet un symétrique.
Notation. Le symétrique d’un élément symétrisable = sera noté z’.
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2.24.2. Théoreme
Soient (E, T) un magma associatif et unifére, d' élément neutre e, et a un
élément de E. Alors :

a) Si a admet un symétrique a gauche (resp. un symétrique a droite), a est régulier
a gauche (resp. a droite).

b) Si a admet un symétrique a gauche b et un symétrique a droite c,ona: b = c.

¢) Si a est symétrisable, son symétrique a' est unique; a' est aussi symétrisable
et a’ admet a pour symétrique.

d) Si deux éléments x et y sont symétrisables, il en est de méme de x Ty, et ona
(zTy) =y Ta'.
Démonstration.

a) Supposons qu’il existe b € E tel que bTa = e. Alors larelationa Tz =
a T yimplique bT(aTz) = bT(aTy) et puisque laloi T est associative, on a
(bTa)Tz = (bTa)Ty,c’est-d-direeTe =eTy; dolt z = y.

b) Supposons qu’il existe b € Eetc € EtelsquebTa =eetaTc=e. Onen
déduit, en utilisant I’associativité de T :

bTaTe=(bTa)Te=eTec=c
bTaTe=5bT(aTe)=bTe=b.
Dot b =c.
¢) Si b et ¢ sont deux symétriques de q, le calcul précédent montre que b = c.
Soit a’ le symétrique de a. Les relations
dTa=aTd =e

montrent que o’ est symétrisable et que (a’)’ = a.

d) Si z et y admettent pour symétriques z’ et y’ respectivement, ona:
YTNT(Ty) =y T(2'Te)Ty=yTeTy=y'Ty=c¢,
ETY)TWT)=zT(yTy)Tz' =2TeTa' = 2Tz ' =e

ce qui montre que z Ty admet pour symétrique ' T 2.

Remarquons que 1’élément neutre e est toujours symétrisable et est €gal  son
. symétrique.

Lorsquelaloi de composition est notée multiplicativement, on parle d’inverse
et d’élément inversible ; I’inverse d’un élément inversible z se note alors 1.

Ennotationadditive, le symétrique de x s’appelle I’opposé de z et se note —z.

2.24.3. Théoreme

Soit (E, T) un magma associatif unifére et soit a un élément symétrisable
de E. Alors pour tout b € E, I équation

aTz="b (resp. zTa=b)
admet la solution unique o’ Tb (resp. bT a’), a’ désignant le symétrique de a.
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Démonstration. La relation a Tz = bimplique o’ T(aTz) = o’ Tb, c’est-a-dire

dTb=(d'Ta)Tz=€eTz = z.

Réciproquement, si ¢ = a'Tb, alors

aTz=aT(a'Tb)=(aTa)Tb=eTb=0.

La deuxi®me équation se traite de la méme manitre.

2.24.4. Théoreme

Soit (E,T) un magma associatif unifére et soit a un élément symétrisable
de E. Les translations @ gauche L, et L, sont bijectives et inverses I’une de
U autre.

De méme les translations a droite R, et R,: sont bijectives et inverses I’ une
de I’ autre.

Démonstration. Pour tout z € £,ona

LooLgy(z) = L, (La:(:c)) =Ly(a'Tz) =aT(a'Tz)
= (aTad)Tz=eTz==z
LyoLs(z)y = Ly (La(:c)) =Lg(aTz)=a'T(aTa)

= (dTa)Tz=eTz==z.

Donc L, 0Ly = Lgt 0o Ly = Idg.
La démonstration pour les translations 2 droite se fait de la méme manidre.

2.2.5. DISTRIBUTIVITE
2.2.5.1. Définition

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes notées T et *.
On dit que la loi T est distributive a gauche (resp. a droite) par rapport a la
loixsilona:

zT(y*2) (zTy) * (2T2)
(resp. (y*2)Tx = (yTz)*(zTz))

quels que soient z,y,z € E.

Silaloi T est distributive & gauche et & droite par rapport 2 1a loi #, on dit
que T est distributive par rapport 2 *.

Par exemple, sur P(E), les lois N et U sont distributives ’une par rapport A
I’autre. De méme dans IN, 1a multiplication est distributive par rapport a1’addition.

Silaloi T est commutative les trois notions de distributivité sont identiques.
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2.2.6. LOI QUOTIENT
2.2.6.1. Définition

Soit (E,T) un magma et soit R une relation binaire sur E. On dit que R
est compatible avec T si quels que soient z,z',y, y' € E, les relations xRz’ et

yRy impliquent
(=Ty)R('TY).

2.2.6.2. Exemple

Dans Z, considérons la relation binaire: Ry si et seulement si, il existe
k € Ztel que z — y = 2k. Alors R est compatible avec 1’addition de Z.

2.2.6.3. Théoréme

Soient (E, T) un magma et R une relation d' équivalence sur E. Si R est

compatible avec T, il existe une loi de composition interne T sur I’ensemble
quotient E[R telle que, quels que soient x,y € E, on ait

Ty = cl(zTy),

on cl(zTy) désigne la classe d’' équivalence de I’ élément £ Ty. On dit que T est
la loi quotient de T par R.

Démonstration. Soient z et y des ¢léments de E /R. Définissons le composé
Z Ty en posant
Ty = cl(zTy)
oll z et y sont des représentants des classes & et y respectivement. Pour montrer
. que
(Z,9) — cl(zTy)

est une applicationde (E/R) x (E/R) dans E /R, il faut s”assurer que cl(zTy)
ne dépend que des classes & et y mais pas des représentants = de z et y de
y. Soient donc z’ un autre représentant de £ et i’ un autre représentant de y;

on a 2Rz’ et yRy'. Comme la relation R est compatible avec laloi T, on a
(Ty)R(z'Ty), don cl(2Ty) = cl(z' Ty'), et le théordme est démontré.

2.3. Morphismes
2.3.1. DEFINITION. EXEMPLES
2.3.1.1. Définition

Soient E et F des ensembles, T et * des lois de composition internes sur E
et F respectivement. On dit qu’ une application f : E — F est un morphisme
(ou un homomorphisme) de (E, T) dans (F,*) siona

f(=Ty) = f(z) * f(y)

quels que soient ¢,y € E.
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Si (E, T) = (F,*), onditque f est un endomorphisme.

Attention. Si £ = F mais si les lois T et * sont différentes, on ne peut parler
d’endomorphisme.

Si f est un morphisme bijectif de (£, T) sur (F,*), on dit que f est un
isomorphisme; on dit alors que E et F' sont isomorphes.

Un isomorphisme de (E, T) sur lui-méme s’appelle un automorphisme
de(E,T).

2.3.1.2, Exemples

1) Prenons (E,T) = (R, +) et (F, *) = (R, x) et soit ¢ un nombre réel > 0.
L’application £ — f(z) = a* est un homomorphisme car on a

flz+y) =a"t¥ =da®-a¥ = f(z) f(y)
quels que soient z,y € R.

2) R}, désignant I’ensemble des nombres réels strictement positifs, 1’appli-
cation ¢ — In(2z)  (In(z) désignant la fonction logarithme népérien) est un
morphisme de (R}, , ) dans (R, +). En effet

In(zy) = In(z) + In(y) quels que soient z,y € R, .

2.3.1.3. Théoréme

a) Soient (E, T), (F,*) et G, L) trois magmas, f un morphisme de (E, T) dans
(F, *) et g un morphisme de (F, *) dans (G, L).Alors gof est un morphisme de
(E, T)dans (G, T).

b) Si f est un morphisme bijectif de (E, T) sur (F, «), I'application réciproque
f~! est un morphisme bijectif de (F, *) sur (E, T).

Démonstration.
a) On a quels que soient z,y € E
(90f) (zTy) = g[f(eTy)] =g [f(2) * F(¥)] = ¢ (f(=)) L9 (fv))
= (gof)(z)L(gof)(v) ,

en utilisant la définition de gof et le fait que f et ¢ sont des morphismes ; cela
prouve que gof est un morphisme de (£, T) dans (G, 1).

b) On sait déja (Théordme 1.3.3.6) que f~! est bijective si f est bijective. Soient
u,v € F; I’application f étant bijective, il existe des éléments z et y uniques
de E tels que
f(x)=u et f(y)=v.
Alors f~Y(u)=zet f71(v) = .

f étant un homomorphisme,ona f(zTy) = f(z) * f(y) = ux*v.
Donc Flusv)=2zTy= f1(w)Tf(v)
ce qui montre que f~! est un morphisme.
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2.4. Lois de composition externes

2.4.1. DEFINITION. NOTATION
2.4.1.1. Définition

Soient E et §2 des ensembles. On appelle loi de composition externe 4 gauche
sur E, ayant pour domaine d’opérateurs !’ ensemble <2, toute application de
Q x Edans E.

On appelle loi de composition externe 2 droite sur £, de domaine d’opé-
rateurs £, toute applicationde E x Q2 dans E.

Notation. Une loi de composition externe se note (o, z) ——x Tz ou
(z,¢) — 2T oc suivant le cas, le signe T pouvant &tre remplacé par un point
(notation multiplicative).

Nous dirons en abrégé «soit (E, T)qn une loi externe» au lieu de «soit
T une loi de composition externe A gauche sur E, de domaine d’opérateurs
I’ensemble €2 »

2.4.2. PARTIES STABLES. LOIS INDUITES
2.4.2.1. Définition

Soient (E, T)q une loi externe, et A une partie de E. On dit que A est stable
pourlaloi T sil'ona:
xTzeA

quel que soit (x,z) € 2 x A.

L’application (o, ) —o Tz de 2 x A dans A est donc une loi de compo-
sition externe sur A, de domaine d’opérateurs 1’ensemble 2. On P’appelle la loi
induite sur A par T.

2.4.3. RESTRICTION DU DOMAINE D’OPERATEURS

Soit (E,T)q une loi externe, et )’ une partie de . L’application
(o, 2) —oc Tz de @ x E dans E est une loi de composition externe sur
E, ayant pour domaine d’opérateurs 1’ensemble ’. On dit qu’on a restreint le
domaine d’opérateurs.

Par exemple, un C-espace vectoriel peut toujours &tre considéré comme un
R-espace vectoriel.

Nous verrons des exemples importants de lois externes lorsque nous étu-
dierons les groupes opérant dans un ensemble et les espaces vectoriels.
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La théorie des groupes occupe une place trés importante en mathématiques,
avec des applications dans de nombreuses branches de la science : physique,
chimie, sciences de I’ingénieur, cristallographie, etc.

Il n’est évidemment pas question de faire voir ici tous les développements
mathématiques auxquels conduit la théorie des groupes ; nous nous proposons,
simplement, d’exposer quelques notions élémentaires de cette théorie.

3.1. Généralités
3.1.1. DEFINITIONS. EXEMPLES
3.1.1.1. Définition

On appelle groupe, un ensemble G muni d’une loi de composition interne
(z,y) — & = y possédant les propriétés suivantes :

a) Elle est associative :
z % (y *2) = (z * y) * 2 quels que soient ¢, y,z € G.

b) Elle admet un élément neutre e € G.

¢) Tout élément de G admet un symétrique : pour tout = € G, il existe un élément
z’ de G, tel que
zxz’' =z'xz=c¢.
Side plus, 1a 1oi de composition est commutative, le groupe est dit commuta-
tif ou abélien. Dans ce cas 1a loi de composition est souvent notée additivement,
I’élément neutre est désigné par O et le symétrique d’un élément z est noté —z.

Un groupe peut &tre fini ou infini. On appelle ordre d’un groupe fini le
nombre de ses €léments.

Dans ce qui suit, nous noterons multiplicativement 1a loi de composition d’un
groupe, sauf dans certains exemples particuliers ; 1’é1ément neutre sera noté e.

Rappelons les résultats suivants que nous avons démontrés au Chapitre2 et
qui restent vrais pour les groupes (Théoreme 2.24.2):
— Tous les €léments d’un groupe sont réguliers ;
—Si z et y sont deux éléments d’un groupe G,ona (zy) ™! =y~ z~1.

3.1.1.2. Exemples

L’ensemble R des nombres réels est un groupe abélien pour 1’addition. On
I’appelle le groupe additif des nombres réels.
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De méme I’ensemble Z des entiers relatifs et ’ensemble Q des nombres
rationnels sont des groupes abéliens pour 1’addition.

3.1.1.3. Exemple

R* = R — {0} est un groupe abélien pour la multiplication.

Deméme Q" = Q — {0} et C* = C - {0} sont des groupes abéliens pour la
multiplication.

3.1.14. Exemple

Soient £ un ensemble non vide, et S(E) ’ensemble des bijections de E
sur E. Muni de 1a loi de composition interne (f, g) — fog (composition des
applications), S(E) est un groupe, en général non abélien. On I’appelle le groupe
des permutations de E ou le groupe symétrique de E. L'élément neutre est
I'application identique Idg. L'inverse de f € S(E) est la bijection réciproque
f~lde f.

Lorsque E est ’ensemble {1,2, ..., n} des n premiers nombres entiers posi-
tifs, le groupe S(E) se note S, et s’appelle le groupe symétrique d’ordre 7 ;
¢’est un groupe finietona [S,| = n!

(voir le Corollaire 1.7.2.3).

3.1.1.5. Exemple

Soient G et G deux groupes dont les lois sont notées multiplicativement.
On définit sur ’ensemble produit G = G; x G, une structure de groupe en
posant, si (z1,22) € Get (y1,1) € G:

(z1,22) (41, %2) = (=131, z22)-
On dit alors que G est le produit direct des groupes G; et Gs.

On verifiera 2 titre d’exercice que la multiplication définie par (3.1.1) est
associative, qu’elle admet pour élément neutre e = (e1, e2) oll e et ey sont les
éléments neutres de G et G respectivement, et que tout €lément z = (21, z3)

. -1 _ -1 _ -1
de G admet pour inverse z~' = (2, z; ).

De plus le groupe produit G = G| x G5 est abélien si et seulement si G; et
(7, sont abéliens.

On définirait de méme le produit direct de n groupes Gi,Gs, ..., Gy,. En
particulier, lorsque G; = G, 1 <7 < n, le groupe G™ est le groupe produit:
G"=GxGx..xG, n facteurs.
Par exemple, I’ensemble R =R x R x ... x R (n facteurs), muni de la loi de
composition :
(Z1, e Zn) + (Y1, Yn) = (1 + U1, s T+ Yn)
est un groupe abélien.
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3.2. Sous-groupes d’un groupe

3.2.1. DEFINITION ET CARACTERISATION D’UN
SOUS-GROUPE

3.2.1.1. Définition

On dit qu’ une partie H d’un groupe G est un sous-groupe de G si H vérifie
les deux conditions suivantes :

a) H est non vide.

b) Les relations « € H ety € H entrainent zy™' € H.

Le théordme suivant donne une caractérisation des sous-groupes.

3.2.1.2. Théoréme

Soient G un groupe, et H une partie de G. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) H est un sous-groupe de G.
b) e € H et quels que soient z,y € Hyonaz ! € Hetzy € H.

Démonstration. a) =—> b). Comme A est non vide, il existe aumoinsun z € H.
Les relations z € H et x € H impliquentalors zz™! = e € H.

D’autre part,si z € H,comme e € H,onaez ! =z~! € H.

Enfinsiz,y € H,onay~! € H d’apres ce qui précade et donc z(y~!)~! =
zy € H.

b) = a) Si la condition b) est vérifiée, H est non vide car e € H. D’autre part,
siz,y € H, H contient z et y~!, donc aussi zy~! ce qui montre que H est un
sous-groupe de G.

Le théorgme est donc démontré.

3.2.1.3. Remarques

a) Le sous-groupe H muni de la loi induite par la loi de composition définie
sur GG est un groupe.

Mais une partie stable d’un groupe n’est pas nécessairement un sous-groupe.
Par exemple IN est une partie stable de Z pour 1’addition, mais ce n’est pas un
sous-groupe de Z

b) Pour démontrer qu’un ensemble muni d’une loi de composition est un groupe,
il est souvent recommandé de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe
connu, ce qui abreége les démonstrations.
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3.2.1.4. Exemple

Soit G un groupe. Alors G et {e} sont des sous-groupes de G. Tout sous-
groupe de G, distinct de G et {e} s’appelle un sous-groupe propre de G.

3.2.1.5. Exemple
Z et Q sont des sous-groupes propres du groupe additif R.

3.2.1.6. Exemple

Soit G = Z et soit n un entier fixé. L’ensemble nZ des multiples de n est un
sous-groupes de Z Réciproquement, si H est un sous-groupe de Z, nous allons
montrer qu’il existe n € Ntel que H = nZ.

Si H = {0} I'assertion est évidente car H est alors I’ensemble des multiples
de 0. Supposons donc que H # {0}. Soitz € H NZ"; alors —= € H,donc H
contient des éléments strictement positifs. # NIN*, partie non vide de IN, contient
un plus petit élément que nous notons n. Nous allons montrer que H = nZ.

La relation n € H entraine nZ C H puisque H est stable pour ’addition et
le passage a 1’opposé.

Montrons que, réciproquement, tout €lément de H appartient 3 nZ. Pour tout
z € H, effectuons la division euclidienne de z par n:

z=ng+r avec 0<r<n et geZ

Onar =2z —nq € Hpuisque z € Hetng € nZ C H. Comme n est le
plus petit élément positif de H et puisque 0 < r < n, on a nécessairement r = 0
et ¢ = ng € nZ, c’est-a-dire H C nZ, ce qui acheve la démonstration.

3.2.2. SOUS-GROUPE ENGENDRE PAR UNE PARTIE
3.2.2.1. Théoréme

Soient G un groupe et (H;)icr une famille de sous-groupes de G. Alors
H = ﬂH i est un sous-groupe de G.
el
Démonstration. H n’est pas vide puisque les sous-groupes H; contiennent tous
I’élément neutre e de G et par suite e € H. Soient z et y deux éléments de H.
Pourtouti € I,z € H; ety € H;,donc zy~! € H;. Parsuitezy~! € Het H
est bien un sous-groupe de G.

3.2.2.2. Exemple

La réunion de deux sous-groupes n’est un sous-groupe que si I’un d’eux est
inclus dans I’autre. En effetsi « € H; — Hyety € Hy— Hy,alors zy ¢ H1 U H».

Soient G un groupe et A une partie de G. 11 existe des sous-groupes de G
contenant A (par exemple G lui-méme). L’intersection de tous ces sous-groupes
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est, d’apres le Théordme 3.2.2.1, un sous-groupe de G contenant A et c’est le
plus petit, au sens de 1'inclusion. On I’appelle le sous-groupe de G engendré
par A et on le note [A]¢ ou [A].

3.2.2.3. Théoréme

Soient G un groupe et A une partiede G. Alors [ A) est I' ensemble des produits
finis d’ éléments de G dont les termes ou leurs inverses sont dans A.

Démonstrations. Désignons par H 1’ensemble des éléments z de G qui peuvent
s’écrire
== 2..2, avec z; € Aou z;' € A pourtouti,

en convenant que H = {e} si A = @.

Nous allons montrer que H est un sous-groupe de GG contenant A et que tout
sous-groupe de G qui contient A contient nécessairement H.

En prenant p = 1, on voitque A C H.

SiA#@etsiac A,aa' =ec H,donc H #Dsi A #Bet H = {e}si
A=0.

Siz==z12...2, et y =y 1 ... y, appartiennent & H, avec 2; € A ou
z~! € Apourtoutiety; € Aouy;' € Apourtoutj,ona

:cy_1 =1 Z...%p y:l yl'1 € H.

Donc H est un sous-groupe de G contenant A,

Soit K un sous-groupe de G contenant A. Pour toute famille finie (z1, ..., zp)
d’éléments de 4, 27, ..., 2! sont aussi des ¢léments de K ; il en est de méme
de tout produit de la forme z; - 23 ... zp, avec z; € Aouz; ! € A.

Par conséquent tout sous-groupe de G qui contient A contient aussi H qui
est bien le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Par exemple si A = {z} ol z € G, le sous-groupe de G engendré par z est

le sous-goupe
H={.,z7%z7 ez .},

oll zP es défini pour tout z € G et pour tout entier relatif p par:

e? = z..x (pfois), 7P = (2”1 =z~ L...

2! (pfois) et z° = e.
On appelle ordre de z, I’ordre du sous-groupe H engendré par z.

Le sous-groupe H engendré par « est abélien car z™ - z™ = ™" quels que
soientm,n € ZL

3.2.2.4. Définition

Soit G un groupe. On dit qu’ un sous-ensemble A de G est une partie géné-
ratrice de G lorsque [A] = G.

Si G admet une partie génératrice finie, on dit que G est un groupe de type
fini.
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On dit qu’ un groupe G est cyclique lorsqu’il peut étre engendré par un seul
élément x; on dit alors que x est un générateur de G.

D’apres ce qui préctde, tout groupe cyclique est abélien et de type fini.

3.3. Morphismes de groupes

3.3.1. DEFINITIONS. EXEMPLES
3.3.1.1. Définition

Soient G et G' deux groupes. On appelle morphisme ou homomorphisme
de G dans G', toute application f : G — G’ telle que, pour tout x € G et

pour tout y € G, on ait :
f(zy) = f(z) f().
Si de plus f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme et on dit alors que

les groupes G et G’ sont isomorphes.

Si G = G’ on dit que f est un endomorphisme ; un endomorphisme bijectif
s’appelle un automorphisme.

3.3.1.2. Exemples

a) L’ensemble R’ des nombres réels strictement positifs est un groupe multipli-
catif. L’application £ — €“ est un homomorphisme du groupe additif R dans
le groupe multiplicatif R, car e®+¥ = ¢® - eV.

On sait d’aprs le cours d’analyse, que 1a fonction exponentielle est un isomor-
phisme de R sur R, I'isomorphisme réciproque étant la fonction logarithmique
z — In(z).

b) Soient G un groupe et a un élément de G. L’application n —— a™, de Z dans
G, est un morphisme du groupe additif Z dans G car a™t"* = a™a™.

3.3.1.3. Exemple
Soit G un groupe. Pour tout a € G, I'application f, de G dans G définie par

fa(z) = aza™?
est un automorphisme de GG. On a en effet
fa(zy) = azya™ = (aza™) (aya™) = fu(2) fa(v)
quels que soient z,y € G et f, est un homomorphisme,

Montrons que f, est bijectif. Pour tout y € G, on a f,(z) = yavec ¢ =
a~lya, donc f, est surjectif. f, est aussi injectif car I’équation aza~! = aya~!
admet la solution unique z = y.
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Les automorphismes de la forme f, s’appellent les automorphismes inté-
rieurs de G.

Les automorphismes intérieurs de G se réduisent & 1’application identique
si G est abélien.

3.3.2. PROPRIETES DES MORPHISMES DE GROUPES

Nous allons énoncer quelques propriétés des morphismes de groupes. Cer-
taines ne sont que des rappels du Chapitre 2.

3.3.2.1. Théoréme

Soient G, G’ et K trois groupes, [ un morphisme de G dans G’ et g un
morphisme de G’ dans K. Alors

a) gof est un morphisme de G dans K.

b) Si f est un isomorphisme de G sur G', I'application réciproque f~! est un
isomorphisme de G’ sur G.

La démonstration est identique a celle du Théordme 2.3.2.1.

3.3.2.2. Théoréme
Soit f un homomorphisme d’un groupe G dans un groupe G'. Alors

a) Si e est I’ élément neutre de G et e’ I'élément neutre de G',on a f(e) = €.

b)Siz € G,ona f(z!) = (f(z)) .
¢) L’'image par f de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de G'.
d) L’image réciproque par f de tout sous-groupe de G’ est un sous-groupe de G.
Démonstration.
a) Pourtoutz € G,ona
f() = f(ze) = (=) f(e),

d'od flo)=(f)7 f@)=¢
b) De méme pour tout z € G, on a

f(2) f(z=Y) = f(zzY) = f(e) = ¢
f(z™) f(z) = f(e7'z) = f(e) = ¢';

donc fleY) = (f(=)) "
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¢) Soit H un sous-groupe de G et soit H' = f(H). H' est non vide car
¢ = f(e) € f(H).
Siu,v € H',ilexiste z,y € H telsque u = f(z) et v = f(y); alors

wl = f(z) (f®) 7 = f(=) Fly™") = flzy™D).

Comme zy~! € H,puisque H est un sous-groupe de G, on voitque uv~! €
H' et H’ est un sous-groupe de G’.

d) Soit B’ un sous-groupe de G’ et soit B = f~1(B’).

Onae € B,car f(e)=¢ € B',donc B# @.Siz € Bety € B,onapar
définition de 1’image réciproque f(z) € B’ et f(y) € B’. On en déduit:

- _ -1
fley™)=f(=) flvy ") = f() (fly)” €B
car B’ est un sous-groupede G'. Donc zy~! € B, ce qui acheve ladémonstration
du théorzdme.

Le théoreme 3.3.2.2 montre que si f est un homomorphisme de G dans &,
alors f(G) est un sous-groupe de G’ ; ce sous-groupe s’appelle I’image de f et
on le note Im( f).

De méme I’ensemble f~! ({¢’'}) formé des = € G tels que f(z) = ¢’ estun
sous-groupe de G'; on I'appelle le noyau de f et on le note Ker(f).

3.3.2.3. Remarque

D’apres le Théoréme 3.3.2.2, ¢), I'image aHa~! d’un sous-groupe H par
un automorphisme intérieur f, est un sous-groupe de G. Tout sous-groupe de la
forme aHa™!, avec a € G, est dit conjugué de H.
vspace-0.5mm

3.3.24. Théoréme

Soient G et G’ deux groupes et soit f un homomorphisme de G dans G'.
Pour que f soit injectif, il faut et il suffit que Ker(f) = {e}.
Démonstration. Supposons que f soit injectif. Comme e € Ker(f), s’il existait
un autre élément z € Ker(f), on aurait f(z) = ¢’ = f(e), d’odl z = e puisque
f est injectif; donc Ker(f) = {e}.

Réciproquement, supposons que Ker(f) = {e} et soient z,y € G tels que
f(z) = f(y). Cette relation entraine

f@) f)7 = f@) fy) = flay™) = f) F9) T =€

donc zy~! € Ker(f) = {e},d’od zy~! = ¢, c’est-2-dire z = y et f est injectif.
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3.4. Groupes-quotients
34.1. CLASSES MODULO UN SOUS-GROUPE
34.1.1. Théoreme

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors :

a) La relation zRy si et seulement si z='y € H est une relation d’ équivalence
surG.

b) La classe de x modulo R est I'ensemble £ H.
Démonstration.
a) Pourtout z € G,ona ¢~z = e € H; donc larelation R est réflexive.

Si 7'y € H, alors (z'y)~! € H, c’est-a-dire y~'z € H. Donc zRy
implique yRx et R est symétrique.

Siz-lye Hety™'z € H,alors (z7'y) (y~'2) € H,c’est-adire 21z €
H. Donc zRy et yRz impliquent zR 2 et la relation R est transitive, ce qui
démontre a).

b) Par définition, la classe de z € Gest I’ensemblede y € Gtelsquez~'z € H.
Posons z~ !y = z; alors y = zzavec z € H,donc y € zH.

Réciproquement, si y € zH,ona y = zz avec z € H, donc z"ly =
z-lzz=2€ H.

La classe de z est bien I’ensemble = H.

34.1.2. Remarque

Si on remplace larelation 2!y € H par larelation yz~! € H, on obtient un
théoreme analogue au Théoréme 3.4.1 mais I’ensemble = H est remplacé par H z.
Cette remarque nous amene a poser la définition suivante.

3.4.1.3. Définition

L’ensemble zH s'appelle une classe i gauche modulo H ; I’ensemble Hz
s'appelle une classe A droite modulo H.

L’ensemble des classes = H (resp. Hz) modulo H se note G/ H (resp. H\G).
Donc G/H={zH :2€G} e¢ H\G={Hz :z€G}.

Lorsque G est abélien, les classes & gauche coincident avec les classes a
droite. Dans ce cas on note z + H laclasse de z.

34.14. Exemple

Prenons pour G le groupe additif Z et pour H le sous-groupe nZ, ol n est
un entier strictement positif fix¢. La relation d’équivalence s’écrit ici
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y—z€nZ ou z=y (modn).
La classe d’équivalence d’un élément z € Z est
z={.,z—2n,z—n,z,z+n,..}.

L’ensemble quotient est noté Z/nZ.

3.4.1.5. Théoreme

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors I’ ordre de H divise
I'ordre de G.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour toute classe 2 gauche
2 H modulo H, 1’application y — zy de H dans zH est bijective. Cette appli-
cation est injective car si zy; = zy, avec y1, 2 € H alors puisque z~! existe,
onaz~!(zy) = 2~ (z3n) d’oll y1 = y» ; elle est surjective par définition méme
des classes d’équivalence.

Donc H étant fini puisque G 1’est, chaque classe = H possede autant d’élé-
ments que H. Comme les classes = H forment une partition de G, le nombre
d’éléments de G est égal au produit du nombre d’éléments de H par le nombre
de classes x H distinctes.

3.4.1.6. Corollaire

Soit G un groupe fini d’ ordre p premier. Alors les seuls sous-groupes de G
sont {e} et G lui-méme.

34.2. GROUPES-QUOTIENTS
3.4.2.1. Définition

On dit qu’un sous-groupe H dun groupe G est distingué, ou normal, ou
invariant si pour tout £ € G,onazH = Hz.

Autrement dit H est un sous-groupe distingué de G si et seulement si la classe
2 gauche de tout z € G coincide avec sa classe 2 droite.

Il est clair que dans un groupe abélien tout sous-groupe est distingué.

Le résultat suivant donne une caractérisation des sous-groupes distingués.

3.4.2.2. Théoréme

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. Les conditions suivantes sont
équivalentes.
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a) H est distingué.
b) Pour tout ¢ € G,ona cHz™' = H.
¢) Pour toutz € G,onazHz"' C H.

Démonstration. Il est clair que a) <= b) et b) = ¢). Il reste donc & montrer
que ¢) — a). Supposons 1a condition ¢) vérifiée. Pour tout z € G, on a alors
cH(z 'z)C Hz, ie. zHC Hz.
En changeant z en z~! dans larelation z Hz~! C H,il vientz~'Hz C H,

d’ott comme précédemment, Hz C zH ; par suiteona zH = Hz etle théordme
est démontré.

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Nous allons voir
que 1’ensemble quotient G/ H peut étre muni d’une structure de groupe.

3.4.2.3. Théore¢me

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. La relation d’ équi-
valence Ry si et seulement si 'y € H est compatible avec la loi de G et
I’ ensemble quotient G [ H , muni de la loi quotient, est un groupe appelé groupe-
quotient de G par H. Si, de plus, G est abélien, alors G | H est abélien.

Démonstration. Montrons tout d’abord que 1a relation R est compatible avec
la multiplication de G, c¢’est-a-dire que les relations «Rz’ et yRy' impli-
quent (zy)R(z'y'), ou encore que z~'z' € H et y~'y € H impliquent
(zy)~! (z'y) € H.

Des relations z— 'z’ € H et y~'v/ € H, on déduit qu’il existe k, k € H tels
que '’ = zhety = yk.

Alors  (zy)~! (2'y) =y~ 'z~ la'y = y~lz~lzhyk = y~'hyk.

Comme H est un sous-groupe distingué, y~'hy € H et puisque k € H,
y~'hyk € H car H est stable pour laloi de G.

On peut donc définir une loi quotient (notée encore multiplicativement) dans

G/H, en posant
- (zH) (yH) = (ey) H

quels que soient £ = zH € G/H et y = yH € G/H, le résultat ne dépendant
pas des représentants choisis dans & et dans y (voir le Théordme 2.2.6.3).

11 est clair que si G est abélien, alors
(zH) (yH) = (yH) (zH).

Montrons que G/ H, muni de la loi quotient est un groupe. On a
(zH) (yH)] (zH) = ((zy)H)(zH) = [(sy)z] H = [a(y2)] H
= (zH) [(yz)H] = (zH) [(yH)(zH)]
quels que soient z, y, z € G, d’oll I’associativité de la loi quotient.
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Laclasse e H = H est1'élément neutre car pour tout £ € G, on
(zH) (eH) = (ze)H = zH = (ex)H = (eH) (zH).

Enfin, I’inverse de la classe x H est la classe z—! H. En effet, on a
(zH) (z7'H) = (zz"")H = eH = (z7'2)H = (7' H) (= H),

ce qui achdve la démonstration du théorgme.

Notons que, par définition de 1a multiplication dans G/ H, 1’application cano-
nique 7 : G — G/ H est un homomorphisme de groupes car

*(zy) = (ey)H = (2H) (yH) = =(z) 7(y);

¢’est pourquoi, on dit parfois que = est ’homomorphisme canonique. On notera
également que H est le noyau de « car pourtoutz € H,onan(z) = zH = H.

3.4.24. Remarque

Il est clair que H est un sous-groupe distingué d’un groupe G si et seulement
siona o,(H) = H pour tout automorphisme intérieur o, de G, ce qui justifie
1a terminologie « sous-groupe invariant».

3.4.2.,5. Théoréme

Soit f un morphisme du groupe G dans le groupe G'. Alors N = Ker(f) est
un sous-groupe distingué de G.

Démonstration, Nous savons déja (Théordme 3.3.2.2) que N est un sous-groupe
de G. Quel que soit ¢ € G et quel que soith € N,ona

f(zhz™1) = f(z) f(h) f(z™") = f(z) ¢ f(z)™' = ¢,
ol ¢’ désigne 1’élément neutre de G'.
Donc zNz~! C N et par suite, N est un sous-groupe distingué de G.

3.4.3. DECOMPOSITION CANONIQUE D’UN
HOMOMORPHISME

Nous avons vu au Chapitre 1 (Théoreme 1.4.2.6) comment décomposer une
application. Dans le cas des morphismes de groupes, on peut préciser un peu
mieux les choses.

3.4.3.1. Théoréme

Soient G et G' deux groupes, f un homomorphisme de G dans G', =
I’ homomorphisme canonique de G sur G/Ker(f) et j l'injection canonique
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de f(G) dans G'. Alors il existe un isomorphisme unique f du groupe-quotient
G/Ker(f) sur le sous-groupe f(G) de G’ tel que f = jofom.

Démonstration. La décomposition canonique se fait, dans le cas général, en
considérant la relation d’équivalence associée & f : xRy si et seulement si
f(z) = f(y). Ici, cette relation devient

Ry <= f(z)=f(y)
= ¢ =f(z)" flz) = f(2)7! fly) = f(=7!) fy) = f(=71y).

Donc tRy <= z~ 'y € Ker(f).
On reconnait la relation d’¢équivalence modulo le sous-groupe Ker(f). On
obtient donc l1a bijection f : G/Ker(f) — f(G) définie par
f(@) = f(2)
pour tout T € G /Ker(f), ol T désigne la classe de x (Théoreme 1.4.2.6).

. Comme Ker( f) est un sous-groupe distingué de G, G /Ker(f) est un groupe.
L application canonique = et 1’injection canonique j sont des homomorphismes
de groupes. f est aussi un homomorphisme car on a, quels que soient Z,y €

G /Ker(f),
7@ Y) = f(@7) = f(ey) = f(2) F(y) = F®) F(@)

Ainsi f est un homomorphisme bijectif, c’est-3-dire un isomorphisme de
G/Ker(f) sur f(G). La factorisation canonique de f s’écrit

f=jofor
et on a le diagramme
G f e
™ j
G/Kex(f) ! - f(6)

3.4.3.2. Exemple

Soit n un entier > 1. Alors, comme nZ est un sous-groupe abélien, donc
distingué de Z, Z/nZ est un groupe abélien pour la loi quotientz +y =z + 7,
ol T désigne la classe de z.

Montrons que la restriction 7, de 1’homomorphisme canonique = 2 1'en-
semble {0, 1, ..., n — 1} est une bijection.
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Larelation 7,(z) = ma(y) avec0 <z <n—1let0 < y < n— 1 implique
m(x—y)=0 et z—-yenl
Or le seul multiple de n dans I’intervalle [0,n — 1] est 0; donc 2 — y = O,
i.e. ¢ = y, donc m, est injective.

Montrons que 7, est surjective. Soit T € Z/nZ et soit z un représentant
dez. La division euclidienne de z par n donne:

r=nqg+r avec 0<r<n.

D’oil, puisque nZ est le noyau de =, et que nq € nZ,
m(z) = n(ng) + 7(r) = 7(r) = 7 (r),
ce qui montre que 7, est surjective, donc bijective.

Le groupe quotient Z/nZ contient donc n éléments, 2 savoir 7(0), 7(1), ..
x(n — 1). On dit que Z/nZ est le groupe des entiers modulo n.

*)

Pour abréger, nous noterons 0,1, ..., n — 1 les éléments de Z/nZ, n > 1.
Dressons par exemple la table d’addition du groupe Z/4Z.

1

3

<l
[\M]

—| (=1}
| ol
Nl =
wl (3]
(=] w)

(3]
]
W
[=]]
=

Wy
W)
=

A I'intersection de la ligne 7 et de la colonne 7 figure 1’élément 7@ + 7.

3.4.3.3. Exemple

Soit U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. L’appli-
cation f — e** de R dans U est un homomorphisme surjectif dont le noyau est
le groupe 27Z. Le groupe quotient R/2xZ = T s’appelle le tore A une dimen-
sion ou encore le groupe des nombres réels modulo 2. D’aprs le Théoréme
3.4.3.1, R/2xZ est isomorphe A U,

3.4.4. APPLICATION AUX GROUPES CYCLIQUES
3.4.4.1. Théoréme

Soit G un groupe cyclique.
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a) Si G est infini, il est isomorphe a Z.

b) Si G est fini d' ordre n, il est isomorphe au groupe additif Z/nZ.
Démonstration.

a) Soit z un générateur de G ; tout élément de G est donc de la forme z* avec
k € Z.1l en résulte que ’homomorphisme f : Z — G défini par f(n) = z”
est surjectif. Son noyau est un sous-groupe de Z, donc de la forme aZ avec

a > 0 (Exemple 3.2.1.7). D’apres le Théoreme 3.4.3.1, G est isomorphe au
groupe quotient Z/Ker(f).

Si G est infini, il en est de méme de Z/Ker(f), ce qui exige a = 0; alors
(Thoréme 3.3.2.4), f estinjectif, donc f est bijectif, et le groupe G est isomorphe
azZ
b) Si G est fini, d’ordre n,Z/Ker( f) est aussi d’ordre n, ce qui exige a = n,
donc G est isomorphe & Z/nZ.

Danscecas,ona G = {z°=¢,z,2?% ..,2""1}.

3.4.4.2. Corollaire

Soient G un groupe et x un élément de G. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) z est d’ordre fini m.
b) m est le plus petit entier naturel non nul tel que ™ = e.

Démonstration. a) —> b) Considérons le morphisme f : Z — G utilisé
précédemment. Soit H = Im(f) le sous-groupe de G engendré par z. Par
hypothese H est fini. Le noyau de f est un sous-groupe de Z, donc de la forme
pZ, p étant le plus petit élément positif non nul de Ker( f). D’apres le Théoréme
3.4.3.1, H est isomorphe 2 Z/pZ, ce qui exige p = m et m est le plus petit
élement positif non nul de Ker( f), c’est-a-dire le plus petit entier naturel non nul
telque z™ = e.

b) = a) Par hypoth2se m est le plus petit €lément positif non nul de Ker(f).
Donc Ker(f) = mZ et H est isomorphe 3 Z/mZ, donc est d’ordre fini m.

3.4.4.3. Corollaire

Soit G un groupe fini d’'ordre n. Alors, on a ™ = e pour tout z € G.

Démonstration. Soit z € G et soit H le sous-groupe de G engendré par z.
L’ordre m de H est fini puisque H est un sous-groupe du groupe fini G. Donc
(Théoréme 3.4.1.5) il existe un entier p tel que n = mp. Comme z™ = e, il
vientz" = (z™)P =P =ee.

3.4.4.4. Corollaire

Tout groupe G d’ordre p premier est cyclique; il est engendré par I'un
quelconque de ses éléments autre que I’ élément neutre e.
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Démonstrations. Soient z un élément de G distinct de e et H le sous-groupe
de G engendré par z. Alors (Corollaire 3.4.1.6), H = {e} ou H = G; comme
z # e, on a nécessairement H = G. Donc G est cyclique. D’apres le Théoreme
3.4.4.1, Gestisomorphe A Z/pZ.

3.5. Groupes symétriques
3.5.1. GENERALITES

Rappelons que si F est un ensemble ayant n éléments, 1’ensemble S(F) des
permutations de £, muni de la composition des applications est un groupe ayant
n ! éléments.

3.5.1.1. Théoré¢me

Soient E et F deux ensembles, et f une bijection de F sur F'. Alors I’ appli-
cation ¥ : S(E) — S(F) définie par ¥(h) = fohof~! est un isomorphisme
de groupes.

Démonstrations. 11 est clair que @3(h) € S(F') pour tout h € S(F). D’autre
part, on a

@(hoh')y = fo(hoh')of ! = (fohof™ ) o (foh'of ') = B(h) o B(K').

Enfin @ est bijective car tout €lément A’ de S(F) est I'image d’un ¢lément
et d’un seul de S(E), & savoir f~1oh’of.

Si n est un entier positif, nous noterons N, 1’intevalle [1, n]. Donc si E est
un ensemble fini, de cardinal n, il existe une bijection de E' sur IN, et d’apres
le théoréme précédent, S(E) est isomorphe au groupe symétrique S,, d’ordre n.
Cette remarque permet de ne s’intéresser qu’au groupe Sy,.

Notation. Si ¢ € S,,, on convient d’écrire

350 _( 1 2 ... n)
= T\ o) 0@ - om) )’

On appelle permutation circulaire la permutation

1 2 .. n
T =
2 3 .1

ol chaque élément sauf n, a pour image par 7 le suivant, 1’image de n étant 1.

3.5.1.2. Théoréme
Le groupe S,, n’est pas commutatif si n > 3.

Démonstration. Il suffit d’exhiber deux éléments de S, qui ne commutent pas.
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Considérons les deux permutations o ¢t o’ suivantes qui laissent invariants
tous les éléments de [1, n] autres que a, bet c.

a b ¢ z .. z , a b ¢c =z .. z
o = y o =
b a ¢ z .. z c b a z .. z

Ona
a b c z .. z
oo’ =

c a b z .. z

a b ¢ z .. z
o’ooc = )

b ¢ a z .. =z

3.5.2. TRANSPOSITIONS
3.5.2.1. Définition

donc coo’ # o’o0.

Soit n un entier naturel > 2. On dit qu'une permutation € S, est une
transposition s’i] existe deux entiers distincts i et j de N, tels que

r()=j, 7(G)=1i et 7(k)=k pour k#1i et k#j

On note 7;; la transposition qui échange 7 et j et qui laisse fixes les autres
éléments de IN,.
1

On remarquera que si T est une transpositionalors ror = I d]N.. Jer=1""
3.5.2.2. Théoréme
Sin > 2,tout élément de S,, peut s’ écrire comme composé de transpositions.

Démonstrations. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n.
Sin = 2, S contient les deux éléments

/1 2 : 2 2
=11 2 © T2 1

e est I’application identique de IN,, T est une transpositionet on a

€ = TOT.

Supposons le théoréme vrai pour tout élément de S,,_; et démontrons-le
pour S,.

Soit o une permutation de IN,, et soit ¢ un élément quelconque de N,,. Posons

A=N, - {i}.
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A contient n — 1 éléments. 11 y a deux éventualités, ou o () = ¢, ou o(7) # i.
a) o(i) = .

Alors larestriction o’ de o 4 A est une permutation de A. D’apres 1’hypothese
de récurrence, il existe des transpositions o1, 03, ..., 0p dans S, _; telles que

o' =010020...00p.

Posons

si r=1

ri(z) = { :'j(a:) si z€A

Comme les o; sont des €léments de S, -1, les 7; sont des transpositions,
¢éléments de S,,. On a alors

O=TI0T0..Tp
et o est bien la composée de transpositions 7; € Sj,.

b)o(i) =j#1i.
Soit 7 € S, la transposition de N,, qui échange 7 et j et qui laisse fixes tous
les autres éléments de N,,. Alors 7 o0 € S, etona

(roo)(@) =7(c(d)) =7()) =1
D’apres le premier cas, il existe des transpositions 7, 72, ..., 7p dans S, telles
que
TOO=T0T20...0Tp.

En composant A gauche par 7 = 7~1, il vient
oc=T1omno..07, etlethéortme estdémontré.

3.5.2.3. Remarque

La décomposition de o € S,, en produit de transpositions n’est pas unique.

Par exemple si
1 2 3
o= ,
2 3 1

ona C=T30T130M3=T12073.

Cependant, nous allons voir que si o est fixé, 1a parité du nombre de ces
transpositions dans une décomposition quelconque de o est entidrement définie
par o.

3.5.3. SIGNATURE D’UNE PERMUTATION
3.5.3.1. Définition

Soit o un élément de Sy,. On dit qu’ un couple (i, j) d' éléments de N, est une
inversion pour o ou une o-inversion si i < j et si o(i) > o(j).
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3.53.2. Exemple

Soit

1 2 3 4
o=
4 1 2 3

un élément de S4. Les couples (1,2), (1,3) et (1,4) sont des o-inversions.
Soit o une permutation de IN,,. Désignons par (o) le nombre total de
o-inversions. Notons
A=J[G-9
i<j
le produit de toutes les différences j —iaveci < j.Ona

ie{l,2,..,n—1} e je€{2,3,..,n}

Notons de méme

8o =TT (o(G) — o)

i<j

le produit de toutes les différences o(j) — o(7) avec i < j. Puisque o est une
bijection, chaque facteur de A se retrouve au signe pres une fois et une seule
dans A, etona

(3.52) A, = (—1){DA.

L’application ¢ +— &(o) = (—1)(?) de S, dans le groupe multiplicatif
{—1, 1} s’appelle la signature de la permutation o.

Sie(o) = +1, on dit que la permutation o est paire.

Si e(o) = —1, ondit que la permutation o est impaire.
pe: p

3.5.3.3. Exemple

Parité d’une transposition.

Soit 7 la transposition qui échange les éléments : et j de IN, et laisse fixes
les autres. On peut 1’écrire, en supposant: < j:

1 2 ... i=1 4§ i+1 ... j—1 j j+1 .. n
T =
1 2 .. i—=1 j i+1 ... j—1 i j+1 .. n

Les couples (a, b) tels que a < bet r(a) > r(b) sont:

(54 1), (4,i42), .., (4,7 —1), (4,7)
(i+1,3), +2,4), o (G = 1,5).
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Le nombre total d’inversions pour 7 est donc
I(r)=2(j—1) -1

qui est un nombre impair, d’od () = —1.

Le théor®me suivant donne les propriétés essentielles de la signature d’une
permutation.

3.5.3.4. Théoréme
Soient o et n des éléments de S,,.Ona :

e(Id) =1, e(oor)=¢(a) e(n), e(o7!) =¢(o).

Démonstration. On a

I(Id)=0, don e(Id)=(-1)"UD =1.

Si o et 7 sont des permutations, nous avons d’apres (3.5.2) :
Asoxr = (Ar), = e(0)Ax = g(0) e(T)A.
Comme d’autre part,
Agor = e(o 0 MA,
il vient e(oom) = e(o) e(n).
Onen déduit e(o) e(07 ) =e(c oo™ ) =¢(Id) =1.

Comme (¢(c))*> = 1,0na

e(0™") = 1/e(0) = (€(0))? /e(0) = (o).

3.5.3.5. Remarque

Le Théoréme 3.5.3.4 signifie que I’application & — &(o’) est un homomor-
phisme de S, sur le groupe multiplicatif {—1,1}. Le noyau de cet homomor-
phisme est un sous-groupe de §,, appelé groupe alterné d’ordre n. On le
note A,.

3.5.3.6. Remarque

Nous savons que toute permutation o est un produit de transpositions et que
cette décomposition n’est pas unique. Si

c=10mno..ots=% otgo..01t,
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oll les 7; et 7; sont des transpositions, alors d’aprds I'Exemple 3.5.3.3 et le
Théoréme 3.5.3.4, nous avons

e(o)=(-1) et e(o)=(-1),
d’odt (—1)* = (~1)". Donc s et r sont tous les deux pairs ou tous les deux
impairs.
Ainsi, lorsqu’on décompose une permutation en produits de transpositions,
le nombre de ces transpositions est toujours soit pair soit impair.

3.6. Groupes opérant sur un ensemble

3.6.1. DEFINITION. EXEMPLES
3.6.1.1. Définition

Soient G un groupe et X un ensemble. On dit que G opere & gauche sur X,
st I’ on s’ est donné une application (g.xz) — g. z de G x X dans X satisfaisant
aux conditions suivantes :

a) (g1 ¢2) -z =41 (92 - z) quels que soient g1, 2 € Getx € X ;

b) e - £ = z quel que soit z € X.
On définirait de méme Ia notion de groupe opérant A droite sur1’ensemble X
Pour tout g € G, soit ¢(g) 1’application z — ¢ - = de X dans X

D’aprs a), on a p(q1 92) = <P(91) 0 f(gz) d’aprés b), on a p(e) = Idx.
Il en résulte que ¢(g) 0 p(97') = w(9~') 0 p(g) = Idx, donc que (g) est
bijective pour tout g € G. Donc ¢ est un homomorphxsme de G dans le groupe
des permutations de X.

Réciproquement, soit GG un groupe, X un ensemble et ¢ un homomorphisme
de G dans S(X).Pour g € Get z € X, posons g - z = ¢(g)(z). Alors les
conditions a) et b) ci-dessus sont vérifiées.

En effet, puisque ¢ est un homomorphisme,on a:

(99')(2) = [0(9) 0 ()] ()
e(9) [p(e")@) =9-(¢' - z)

quels que soient g, ¢’ € Getz € X,

(99') - =

Demémeona:

e-z = p(e)(z) = Idx(z) pourtoutz € X.

On peut donc définir I’action d’un groupe G dans un ensemble X par la
donnée d’un homomorphisme de G dans S(X).
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Dans lasuite de ce paragraphe, nous nous intéressons uniquement aux groupes
opérant 2 gauche sur un ensemble.

On dit que G opere transitivement sur X, si quels que soient z et y dans X,
il existe g € G tel que y = ¢ - . On dit alors que X est un espace homogene.

3.6.1.2. Exemple
On peut faire opérer G sur lui-méme 2 1’aide des translations &4 gauche
(s,z) — sz,
ol a Iaide des translations a droite.

(s,z) — ws.

3.6.2. SOUS-GROUPE D’ISOTROPIE. ORBITES

Soit G un groupe opérant 2 gauche sur 'ensemble X, et soit zog € X.
L’ensemble H,, des g € G tels que g - 29 = zo est un sous-groupe de G. En
effet si 1,92 € Hz,,0na

(9192) - o = g1 - (92 - To) = g1 - To = Zo,
donc g1 92 € Hz,.
Sige Hyy,0na

g7 - zo=g"1-(g-20) = (97'9) - z0o = -2 = 20,

donc g~! € Hy,.Enfin H,, # @ car e € H,, d’apres b).

3.6.2.1. Définition

Soient G un groupe opérant & gauche sur I'ensemble X et soit zg € X.
On appelle stabilisateur de zo dans G ou sous-groupe d’isotropie de zo, le
sous-groupe H, des g € G tels que g - zo = xo.

3.6.2.2. Théoréme

Soit G un groupe opérant a gauche sur I'ensemble X. Pour z,y € X, la
relation binaire «il existe g € G tel que y = g -z » est une relation d’ équivalence
dans X. On appelle orbite ou trajectoire de z suivant G, et on note G - z, la
classe d’ équivalence de = € X, pour cette relation.

Démonstration. Pour tout z € X, ona z = e - z, donc la relation est réflexive.
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Siy=g-zalorsona:
gly=9""(9-2)=(¢7'9) -z =e-z =2,
donc la relation est symétrique.
Enfin,siy=g-zetz=¢'-y (g €G, ¢ €G),ona:
z=g¢"(9-2)=(d'9) =,
dong la relation est transitive.

Notons que le groupe G opere transitivement sur1’ensemble X si et seulement
si la seule orbite suivant G est X.

3.6.2.3. Exemple

Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et G/ H 1’ensemble des classes
a gauche z = z H modulo H. On vérifie facilement que G opere transitivement
a gauche sur G/ H par I’application

(s,2H)— (sz)H.

Autrement dit, G/ H est un espace homogene. Inversement, on a le résultat
suivant.

3.6.2.4. Théoréeme

Soient G un groupe et X un espace homogeéne de G. Il existe un sous-
groupe H de G et une application bijective f de G| H sur X tels que, quels que
soient s, g € G,on ait:

sf(gH) = f ((s9)H) .

Démonstration. Soit zp un point fixé de X et soit H le stabilisateur de xo.
Définissons une application f de G/H dans X en posant

f(sH) = sz9, s€QG.

Cette définition est justifiée car si s; et sy appartiennent a la méme classe
modulo H,i..sis;'s; € H,alors s 20 = s50.

1 1

Si sz = gz, alors g~
prouve que f est injective.

szg = zoet g~'s € H,donc sH = gH, ce qui

D’autre part, pour tout z € X, il existe par hypoth2se un s € G tel que
z = szo = f(sH); donc f est surjective, donc f est bijectiveetona:

sf(gH) = f ((sg)H) .
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Chapitre 4 : ANNEAUX
ET CORPS

Dans les classes antérieures, on a étudié les ensembles Z, Q, R et C munis
de I’addition et de 1a multiplication ordinaires. On a montré que Z possédait une
structure d’anneau et que Q, R et C possédaient une structure de corps.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de décrire les structures d’anncau et de
corps d’une mani2re générale mais nous ne donnons ici que quelques définitions
et quelques résultats élémentaires de la théorie des anneaux et des corps.

4.1. Structure d’anneaux
4.1.1. DEFINITIONS. EXEMPLES
4.1.1.1. Définition

On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de compositioninternes :
une addition (z,y) — z + y et une multiplication (z,y) — zy, satisfaisant
aux axiomes suivants:

(A1) L'addition est une loi de groupe abélien.

(A2) La multiplication est associative et admet un élément neutre, noté 1 4
oul, et appelé élément unité.

(As) Lamultiplication est distributive par rapport & I addition.

Si de plus 1a multiplication est commutative, c’est-2-dire si on a zy = yz
quels que soient z, y € A, on dit que I’anneau est commutatif,

Si A est un anneau quelconque, on dit que deux éléments = et y de A
commutent ou sont permutables si’on a zy = yz.

On appelle pseudo-anneau, un ensemble A muni d’une addition et d’une
multiplication satisfaisant aux axiomes des anneaux mais tel que 1a multiplication
n’ait pas d’élément neutre.

L’¢élément neutre pour 1’addition dans un anneau A est noté O et est appelé
I’élément nul de A.

41.1.2. Remarque

Certains auteurs appellent anneaux les objets que nous avons appelés pseudo-
anneaux ; ils appellent anneaux unitaires, ou uniferes, les triplets que nous ap-
pelons anneaux. Notre point de vue est justifié par le fait que tout pseudo-anneau
peut etre plongé dans un anneau avec élément unité.
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41.1.3. Exemples

a) Munis de ’addition et de 1a multiplication ordinaires, Z, Q, R et C sont des
anneaux commutatifs.

b) Soit A un ensemble réduit 2 un seul élément, que 1’on peut toujours noter O :
A = {0}. Muni de I’addition 0 + 0 = 0 et de la multiplication 0 x 0 = 0, A est
un anneau qu’on appelle ’anneau nul. Dans cet anneau, ona: 1 = 0.

Un anneau est dit non nul s’il n’est pas réduit a {0}.
Si A est un anneau non nul on note A* = A — {0}.

4.1.14. Exemple

Soient A un anneau et E un ensemble non vide; soit F(E, A) I’ensemble
des applications de E dans A.
Pour f,¢ € F(E, A), définissons la somme f + g et le produit fg par les

équations
(f +9)(=) f(z) +9(z)
(f9)(z) f(2)9(=)

quel que soitz € E.
Alors I’ensemble F(E, A), muni des deux lois de composition

(fLo)—f+g e (f,9)— fog

est un anneau (commutatif si et seulement si A est commutatif). L’élément unité
de F(E, A) est I'application constante égale 2 1.

4.1.1.5. Exemple

Soit G un groupe abélien non réduit 2 {0} (noté additivement). L’ensemble
End(G) des endomorphismes de G, muni des deux lois de composition

(f,9)—f+g et (f,g)— fog

(f +9)(z) = f(z) + 9(=)
(fog)(z) = f (9(x))

pour tout z € G, est un anneau en général non commutatif. L’élément unité de
End(G) est I’application identique de G.

définies par

41.1.6. Exemple
Soient A et B deux anneaux. L’ensemble produit A x B, muni des lois
définies par:
P (a,b) + (@, 5) = (a+ ', b+¥)
(a,d)(a’,¥’) = (ad', bb’)

quels que soient a,a’ € A et b, b’ € B, est un anneau appelé anneau produit
des anneaux A et B.
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On vérifiera, A titre d’exercice, qu’on définit bien ainsi une structure d’anneau
sur A x B, I’élément unité étant (1,1).

De plus, I’anneau produit A x B est commutatif si et seulement si A et B le
sont.

4.1.1.7. Exemple

Soit n un entier naturel > 0. Nous savons déja, d’aprés I’Exemple 3.4.3.2,
que Z/nZ est un groupe abélien pour I’addition (Z,5) — T+ F =<+ y.
Montrons que Z/nZ est un anneau commutatif. Pour cela, remarquons d’abord
que Ia congruence modulo n est compatible avec la multiplication de Z

En effet, si x, y, ' et ¥’ sont des nombres entiers relatifs tels que
z=2z'(modn) et y=y (modn),
il existe des éléments k et k' de Z tels que

z—z'=kn et y—vy =k'n

On en tire z=a'+kn, y=y +k'n.
D’oi zy=2'y +nlky + ¥z + kk'n).
On en déduit que zy = z'y’ (mod n).

On peut donc définir une loi de composition interne dans Z/nZ, appelée
multiplication, en posant :

TXY=zx Xy

Alors le groupe Z/nZ, muni de I’addition (Z, 7) — T + 7 et de la multipli-
cation (#,y) — ¥ x § ainsi définies, est un anneau commutatif, 1’élément unité
étant 1 (A vérifier).

L’anneau ainsi défini s’appelle I’anneau des entiers modulo n.
Nous avons déja dressé la table d’addition de Z/4Z. Dressons sa table de
multiplication (la classe de n étant notée n).

0 1 2 3

1 0 1 2 3
2 6 2 o0 2
3 0 3 2 i

82



ANNEAUX ET CORPS

4.1.2. REGLES DE CALCULS DANS UN ANNEAU

Soit A un anneau. Toutes les régles de calcul valables dans un groupe abélien
s’appliquent évidemment au groupe additif de A qui est I’ensemble A considéré
comme groupe abélien. Par exemple, 1’opposé d’un €élément = € A se note —z
etonnote z + (—y) =z —v.

1° Pour tout élément x d’un anneau A,ona:
(4.12.1) z:0=0-2=0.

Eneffet,ona:
z-0=2(0+0)=z-0+2-0,

d’ot puisque tout élément de A est régulier pour I’addition, z - 0 = 0.
On montre de méme que 0 - z = 0.
2°Pourtoutx € Aettouty € A,ona:
(4.12.2) z(—y) = (—z2)y = —(zy).
En effet, pour tout y € A,ona y + (—y) = 0; donc
z(y+(-y) =zy+2z(-y)=z-0=0.

Par suite z(—y) est I’opposé de zy.
On démontrerait de m&éme que (—z)y est I’opposé de zy.
On en déduit ;
(4.123) (=2) (=9) = = ((=2)y) = — (=(zv)) = =v.

Notons que si A n’est pas 1’anneau nul, alors 1 # 0. En effet, la relation
(4.1.2.1) montre que s’il existe x € A tel que = # 0, alors z -0 = 0 # =, donc 0
ne peut &tre I'élément neutre de la multiplication. L’anneau nul est donc e seul
anneau dans lequelona: 1 =0.

3° Pour tout élément z € A, on définit par récurrence sur I’entier n € N, les
éléments 2" et n - z, en posant :

=1 z"=2z"1.2

0.2=0, n-z=(Mn-Dz+z.
On a alors les propriétés suivantes que I’on vérifie aisément par récurrence :
(4.1.2.4) ™. gt = g™t"
(4.1.2.5) (m+n)z=m-z+n-z
quels que soient m,n € Net z € A.
4° Pour tout € Aetpourtoutn € N, ona:
(4.12.6) nz=(n-z=z-(n-1).
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Pour n = 0, les égalités sont vraies d’aprds (4.1.2.1) et 1a définitionde O - x.
Supposons (4.1.2.6) vraie pour I’entier n. On a

(n+1)-z = nz+z=(n-Nz+1l-z2=(n-1+1)z
= (n-1+1-Dz=(n+1)-1)z.
On montrerait de méme que

(n+Dz=z((n+1)-1).

Ces regles de calcul nous permettent de développer les produits de sommes
d’éléments d’un anneau A en tenant compte de ’ordre des termes. Si A est
commutatif, on peut procéder & des simplifications.

5° Formule du binOme

4.1.2.1. Théoré¢me

Soit A un anneau et soient a et b deux éléments permutables de A. Pour tout
entier n > 1, on a la formule dite du bindme:

n
(4.1.2.7) (a+b)" =) Cka"~"b*.
k=0
Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est

trivial car la formule se réduitalors & (a +5)! =1-a+1-b.

Supposons (4.1.2.7) vraie pour 1’entier n > 1, et montrons qu’elle est vraie
pour n + 1. On a donc d’aprés 1"hypothese de récurrence

(a4 b)" = Z Ckan—kpt,
k=0

En multipliant cette relation par a + b, il vient :

(@+d)™* = (a+b)*(a+b)=(a+b)"a+ (a+b)"b
= (E C,‘,’a""‘b") a+ (E C,‘:a"'kb") b.
k=0 k=0

Or, on montre facilement que, puisque a et b sont permutables, il en est de
méme de a? et b7 quels que soient p, g € N.

Donc:

n n
(@+b)"* =" Ckam+i=bpk 5™ Chan-kprtt,
k=0 k=0
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Le coefficient de a™+!~*b* dans le second membre de cette relation est
Ct+Ck'=CF,, powrl<k<n.
Comme d’autre part
B =Cli=1 a Cl=Cpfi=1,
on obtient, apres regroupements :

n+1l
(a+8)"H =" Ckia™ti-kek.
k=0

Donc (4.1.2.7) est vraie pour n + 1, donc pour tout entier n > 1.

4.1.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ANNEAUX

o Diviseurs de zéro

Soit A un anneau et soit a € A. Alorsnous savonsque a-0=0-a = 0.

On voit ainsi que dans un anneau, le produit de deux facteurs est nul lorsque
I'un des facteurs est nul. La réciproque est inexacte comme le montre I’exemple
suivant.

4.1.3.1. Exemple

Prenons A =R x R. Pour (a,b) € Aet (c,d) € A, posons:
(a,0) + (c,d) = (a+c,b+d), (a,b)(c,d)= (ac,bd).
Alors A est un anneau commutatif, 1’élément unité étant (1,1) et 1’élément

nul étant 0 = (0,0). On a (1,0) (0,1) = (0,0) = O et pourtant (1,0) # O et
(0, 1) # 0. Cette remarque permet de poser la définition suivante.

4.1.3.2. Définition

Soit A un anneau non réduit @ {0}. On dit qu'un élément a € A est un
diviseur de zéro & gauche (resp. A droite) si a # O et 5'il existe un élément non
nul bde A tel que ab = 0 (resp. ba = 0).

Si A est commutatif, les notions de diviseur de zéro 2 gauche et A droite
coincident.

Dire que a est un diviseur de zéro a gauche, revient & dire que a # Oet quea
n’est pas régulier 2 gauche pour la multiplication.

En effet, si a est non nul et est un diviseur de zéro a gauche, il existe  non
nul dans A tel que ab = 0; alors la relation ab = 0 = a. 0 montre que a n’est
pas régulier A gauche pour la multiplication de A.

Réciproquement, si az = ay avec z # y, alors on a

a(z~y)=0 avec z—-y#0;
a est un diviseur de z€ro A gauche,
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De méme, a est un diviseur de zéro 2 droite si et seulement si a # 0 et n’est
pas régulier & droite pour la multiplication de A.

4.1.3.3. Définition
On dit qu’ un anneau A est intégre ou est un anneau d’intégrité s’il est non
nul, commutatif et s'il ne posséde pas de diviseurs de zéro.

Autrement dit I’anneau A est intdgre si la relation ab = 0 implique ¢ = O ou
b=0.

o Kléments nilpotents

4.1.3.4. Définition
Soit A un anneau. On dit qu’un élément x € A est nilpotent s'il existe un
entier n > 1 tel que z" = 0.

On notera que si A posstde un élément nilpotent ¢ non nul, alors A posséde
des diviseurs de zérocaralorsa - a® ' =0 =a""! - a,

o Eléments inversibles

4.1.3.5. Définition

Soit A un anneau et soit a € A. On dit que a est un élément inversible de A
si a posséde un symétrique pour la multiplication.

Nous noterons A* I’ensemble des éléments inversibles de A.

4.1.3.6. Théortme

Soit A un anneau non nul. L’ ensemble A* des éléments inversibles de A est
un groupe pour la multiplication de A.

Démonstrations. D’aprés le Théordme 2.24.2 d), siz € A* ety € A%, alors
zy € A*; on peut donc définir sur A* la multiplication (z,y) —— zy. La
multiplication est associative dans A* puisqu’elle 1’est déja dans A.

On a évidemment 1 € AX et 1 est I’élément neutre pour la multiplication
dans AX.Enfinsia € AX,ona

-1

aa"!=a"!

a=1,
ce qui montre que a~! € A%, Donc A est un groupe pour la multiplication.

L’ensemble A*, muni de la multiplication (z, y) ~— zy s’appelle le groupe
multiplicatif de ’anneau A ou encore le groupe des éléments inversibles de
Panneau A.

Par exemple, dans I’anneau Z des entiers relatifs,ona Z>* = {—1,1}.
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4.2. Sous-anneaux. Idéaux. Anneaux
quotients

42.1. SOUS-ANNEAUX

4.2.1.1. Définition

Soient A un anneau et B une partie non vide de A. On dit que B est un
sous-anneau de A si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) B est un sous-groupe du groupe additif A.
b) Les relations x € B et y € B impliquent zy € B.
¢) L’élément unité 1 de A appartient a B.
On vérifie facilement que ’ensemble B, muni des deux lois de composition
(z,y)—z+y e (z,y)+—zy
induites par celles de A, est un anneau.
Le théordme suivant donne une caractérisation des sous-anneaux.

4.2.1.2. Théoréme

Soient A un anneau et B une partie de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) B est un sous-anneau de A.
b) 1 € B et quels que soient z,y € B,onax —y € Betzy € B,

Démonstrations. Si B est un sous-anneau de A, il est clair que 1a condition b)
est vérifide.

Réciproquement, si 1a condition b) est vérifiée, B # @ car 1 € B et B est
un sous-groupe du groupe additif A (puisque les relations z € Bety € B
entrainent ¢ — y € B). D’autre part, comme les relations r € Bety € B
impliquent zy € B, on voit que B est bien un sous-anneau de A.

On démontre aisément que toute intersection de sous-anneaux de A est un
sous-anneau de A. On peut donc parler du plus petit sous-anneau contenant une
partie non vide H de A; c’est I'intersection de tous les sous-anneaux de A
contenant H. On I’appelle le sous-anneau engendré par H.

4.2.1.3. Exemples
a) R est un sous-anneau de C.

b) Soit A un anneau; A est un sous-anneau de A mais {0} n’est pas un sous-
anneau de 4 si A # {0}.

Nous allons introduire maintenant la notion d’idéal dont le role en théorie
des anneaux est 1’analogue de celui des sous-groupes distingués en théorie des

groupes.
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4.2.2. IDEAUX

4.2.2.1. Définition

Soit A un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal 2 gauche
(resp. a droite) de A si:

a) I est un sous-groupe du groupe additif A.

b) Quel que soit a € A et quel que soitx € I,ona ax € I (resp. za € I).
On dit que I est un idéal bilatére ou simplement un idéal de A si I est a la fois
un idéal @ gauche et un idéal a droite de A.

Notons que dans un anneau commutatif, tous les idéaux sont bilat2res.

4.2.2.2. Exemple

Dans tout anneau A, les sous-groupes triviaux A et {0} sont des idéaux. Tout
idéal de A autre que A et I'idéal nul {0} s’appelle un idéal propre de A.

4.2.2.3. Exemple

Soit A un anneau et soit a € A. Alors Aa = {za : z € A} est un idéal 2
gauche de A. En effet, d’une part Aa # @cara = 1-a € Aa, et d’autre part si
r et y appartiennent A Aa, il existe z’ et ¢ dans Atelsque z = z’a et y = y'a,
d’ot:

z—y=(z' —y)a € Aa;

donc Aa est un sous-groupe du groupe additif A. Enfin pour tout z € A,ona:
zz = z(z'a) = (22')a € Aa

et la condition b) de la définition d’un idéal est vérifiée.
De méme aA est un idéal a droite de A.

Désormais, lorsqu’on parlera d’idéal sans préciser, il s’agira toujours d’idéal
bilatere.

4.2.24. Définition

Soit I un idéal de I'anneau A. On dit que I est un idéal maximal si I # A
et si, pour tout idéal J différentde 1,1 C J implique J = A.

4.2.2.5. Remarques

a) Si I est un idéal de I’anneau A etsi 1 € I, alors I = A, En effet, quel que
soita € A,onal-a =a € I,donc A C I. Comme on a toujours ] C A, alors
I=A.
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b) Si I est un idéal propre de I’anneau A, aucun €lément de I n’est inversible. En
effet, s"il existe a € I tel que a~! existe, alors a='a =1 € I,et I = A d’apres
a) ce qui est contraire  I’hypothese, donc a n’est pas inversible.

4.2.2.6. Théoreme

Soient A un anneau et (I)) ¢ une famille d’idéaux a gauche (resp. a droite)

de A. Alors I = ﬂ I est un idéal @ gauche (resp. a droite) de A.

AeL
Démonstration. Supposons que (I))iez soit une famille d’idéaux 2 gauche
de A. On sait déja (Théoreme 3.2.2.1) que I est un sous-groupe du groupe
additif A. Soit # € I;ona z € I pour tout A € L. Comme I, est un idéal &
gauche,ona bz € I pourtoutb € A et pourtout A € L, d’od bz € I; donc I
est un idéal 3 gauche de A.

On démontrerait de m&me que toute intersection d’idéaux & droite (resp.
d’idéaux bilateres) de A est un idéal 2 droite (resp. bilatere) de A.

Soient A un anneau et X une partie de A. Il existe des idéaux & gauche
de A contenant X (par exemple A lui-mé&me). L’intersection de tous ces idéaux
a gauche est un idéal 2 gauche de A contenant X et c’est le plus petit, au sens de
I’inclusion. On I’appelle I’idéal & gauche engendré par X.

On définirait de m&me 1’idéal A droite engendré par X et I’idéal bilatere
engendré par X.

Par exemple, si a est un élément fixé de A, 1’idéal & gauche engendré par a

est I’ensemble
Aa = {za :z € A}.

Nous savons déja que Aa est un idéal & gauche de A ; cet idéal contient a car
a=1.a € Aa.De plus, si I est un idéal  gauche de A contenant a, I contient
za pour tout z € A; donc on a Aa C [ et par suite Aa est I’idéal 2 gauche
engendré par a.

On montrerait de méme que 1’idéal a droite engendré par a est 1’ensemble
aA.

Plus généralement on démontrera le théoréme suivant 2 titre d’exercice.

4.2.2.7. Théoréme

Soient A un anneau et X une partie non vide de A. L'ensemble J des
éléments r de A ayant la propriéié suivante : il existe un entier n > 0, une suite
xq, ..., xn de n éléments de X et une suite ay, ..., a, de n éléments de A tels que
x =a1z1+ ...+ anzy est l'idéal a gauche de A engendré par X.

4.2.2.8. Définition

Soit A un anneau. On dit qu’un idéal I de A est un idéal principal s’il existe
a € Atelque I = Aa = Aa.

On dit qu’un anneau A est principal s’il est commutatif, intégre, et si tout
idéal de A est principal.
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4.2.29. Exemple

Les idéaux de Z sont les ensembles de 1a forme nZ, n € IN On sait déja que
tout sous-groupe de Z est de 1a forme nZ, n € N (Exemple 3.2.1.6) et il est clair
quesia € Zet z € nZ, alors az € nZ. Donc Z est un anneau principal.

4.2.3. ANNEAUX-QUOTIENTS
4.2.3.1. Théoréme

Soient A un anneau et I un idéal bilatére de A. Alors la relation définie par
2Ry < z — y € I est une relation d’ équivalence sur A, compatible avec les
deux lois de A. L' ensemble quotient, noté A/ 1, muni des deux lois quotients est
un anneau appelé anneau-quotient de A par I.

Si, de plus, A est commutatif,l'anneau A/ est commutatif.

Démonstration. Comme [ est un sous-groupe du groupe additif A, R est une
relation d’équivalence (Théoréme 3.4.2.3). On peut donc définir le groupe additif
quotient A/I.

Montrons que la relation R est compatible avec la multiplication de A.
On doit démontrer que les relations z — ' € I et y — y € I impliquent
zy—2'yY €1.Orsiz—z' =uelety—y =ve€lona:
z=z'+u et y=y +uv,

d’od
zy=z'y +z'v+uy +uv.

Comme I est unidéal, z'v € I, uy’ € I et uv € I; onen déduit:

zy—z'yY =z'v+uy +uv €l

On peut donc définir 1a loi quotient de la multiplication en posant
(z+D(y+D=zy+1I

quelsquesoientz =z + I € Aflety=y+1€ A/l

Si A est commutatif, il est clair que cette multiplication de A/I est commu-
tative.

On vérifie facilement que la multiplication de A/I est associative et distri-
butive par rapport 4 I’addition de A/I. Donc A/, muni des deux lois quotient,
est un anneau.

Par exemple Z/nZ, n € N est un anneau commutatif (voir I’Exemple
4.1.1.7) car nZ est un idéal de Z
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4.3. Morphismes d’anneaux

4.3.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES MORPHISMES
D’ANNEAUX

4.3.1.1. Définition

Soient A et B deux anneaux. On dit qu’une application f de A dans B est
un morphisme ou un homomorphisme d’anneaux si :

a) f(1)=1.

b) f(z +y) = f(z) + f(y) et f(zy) = f(z) f(y) quels que soient z,y € A.

On définit comme pour les groupes, les notions d’endomorphisme, d’isomor-
phisme et d’automorphisme d’anneaux.

Le noyau d’un morphisme d’anneaux est le noyau du morphisme des groupes
sous-jacents (A, +) et (B, +).

Le noyau d’un homomorphisme d’anneaux f est noté Ker(f).

4.3.1.2. Exemple

Si I est un idéal bilatdre d’un anneau A, I’application canonique 7 :
A — A/I est, par définition de 1’anneau A/, un morphisme d’anneaux. On
I’appelle ’homomorphisme canonique.

4.3.1.3. Théoréme

Soient A, B et C trois anneaux, f un morphisme de A dans B et g un
morphisme de B dans C. Alors :

a) gof est un morphisme de A dans C.

b) Si f est un isomorphisme de A sur B, I'application réciproque f~! est un
isomorphisme de B sur A.

La démonstration est évidente et est laissée au lecteur.

4.3.14. Théoréme
Soit f : A — B un morphisme d’ anneaux. Alors:

a) f(0) =0et f(—z) = — f(z) pour tout = € A.
b) Si z est un élément inversible de A, ona f(z~1) = (f(z))~".

c) Si A’ est un sous-anneau de A, f(A’) est un sous-anneau de B.

91



COURS D’ ALGEBRE

d) Si B’ est un sous-anneau de B, f~'(B') est un sous-anneau de A.

e) Si I estunidéal de B, f~1(I) est unidéal de A, et f est injectif si et seulement
si Ker(f) = {0}. )

Démonstration. a) Puisque le morphisme d’anneaux f : A — B posstde
les propriétés d'un morphisme de groupes abéliens, les propriétés du a) sont
vérifiées.

b) se démontre comme le b) du Théoréme 3.3.2.2.

¢) On sait que f(A’) est un sous-groupe du groupe additif B. On a d’abord
1 € f(A’) car A’ est un sous-anneau et f est un morphisme d’anneaux. Soient
d’autre part f(z) et f(y) deux éléments de f(A’). Ona f(z) f(y) = f(zy) €
F(A’); donc f(A’) est bien un sous-anneau de B.

d) Nous savons déja que f~!(B’) est un sous-groupe du groupe additif A (Théo-
réme 3.322).Onal € f~Y(B')car f(1) = 1 € B'.Siz € f}(B)et
y € f-}(B'),ona f(z) € B' et f(y) € B'.D'od f(zy) = f(z) f(y) € B’
car B’ est un sous-anneau de B. Donc zy € f~1(B’) et f~1(B’) est bien un
sous-anneau de A.

¢) I étant un sous-groupe du groupe additif B, f~!(I) est un sous-groupe du
groupe additif A d’apr2s le Théortme 3.3.2.2. Soienta € Aet z € f~!(I). Les
relations f(a) € Bet f(z) € I impliquent

az) = f(a) f(x) €l et za) = f(z) f(a) €I
puisque I est (un ?déal e B.&)c)mc az € f‘{%I Yetza € f _ﬁ (I), ce qui prouve
que f~1(I) est un idéal de A.

En particulier, Ker(f) = f~! ({0}) est un idéal de A et d’apr2s le Théordme
3.3.2.4, f est injectif si et seulement si Ker(f) = {0}.

4.3.2. DECOMPOSITION CANONIQUE D’UN MORPHISME
D’ANNEAUX

Soient A et B deux anneaux et f : A — B un morphisme d’anneaux.
Considérons la relation d’équivalence xRy si et seulement si f(x) = f(y) <
f(z—y) = 0 < = —y € Ker(f). Comme Ker(f) est un idéal de A,
on peut former 1’anneau-quotient A/Ker(f). L’application canonique = de A
sur A/Ker(f) est un homomorphisme d’anneaux (Exemple 4.3.1.2); I'injection
canonique j : f(A) — B est un homomorphisme d’anneaux. On peut montrer
enfin comme pour les groupes, que la bijection f de A/Ker(f) sur f(A) définie
par f(£) = f(z) od'z € & est un isomorphisme d’anneaux.

On peut donc énoncer :

4.3.2.1. Théoréme

Soient f : A — B un morphisme d’ anneaux, w le morphisme canonique
de A sur A/Ker(f) et j Uinjection canonique de f(A) dans B. Alors il existe

un isomorphisme unique f de I' anneau-quotient A/Ker(f) sur le sous-anneau
JF(A) de B tel que f = jof om.
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4.3.3. CARACTERISTIQUE D’UN ANNEAU

Soit A un anneau non nul. On vérifie immédiatement que 1’application
f : Z — A définie par
fn)y=mn-1

pour tout n € Z est un morphisme d’anneaux tel que f(1) = 1. Si g est un
morphisme de Z dans A alors, g(1) = 1; on en déduit g(n) = n - 1 pour tout
n € Z, donc g = f. Il existe donc un morphisme unique f de Z dans A tel que
f(1) = 1. Le noyau de f, qui est un idéal de Z, est de la forme pZ, pour un
entierp € N

Ces considérations nous am&nent A poser la définition suivante :

4.3.3.1. Définition

On appelle caractéristique de I’anneau non nul A, I entier p > O tel que pZ
soit le noyau du morphisme f : Z — A défini par f(n) =n-1.

D’apres le Théordme 4.3.2.1, I'image f(Z) de f est un sous-anneau de
I’anneau A, isomorphe a2 Z/pZ. Donc si le morphisme f est injectif, le seul
entier p telque p - 1 = Oest p = 0. On dit que I’anneau A est de caractéristique
nulle. Dans ce cas, f(Z) est isomorphe 2 Z, donc A est un ensemble infini.

Si le morphisme f n’est pas injectif, il existe un plus petit entier p > 0 tel
que p - 1 = 0. On dit alors que 1’anneau A est de caractéristique p > 0. Alors
tout entier n tel que n - 1 = O est un multiple de p et pourtout a € A, on a
pa=(p-1)a=0-a=0.

4.3.3.2. Exemples
a) Les anneaux Z, Q R et € sont de caractéristique nulle.

b) Soit » un entier > 2. La caractéristique de 1’anneau Z/nZ est n. En effet, on
voit facilement par récurrence sur m € N, que mz = m Z pour toutz € Z/nZ.

Donc pourtout T € Z/nZ,onanf=RZ =0T =0-2 =0.

4.3.3.3. Théoréme

Soit A un anneau d’intégrité et soit p sa caractéristique. Alors p = O ou p
est un nombre premier.

Démonstration. Supposons p > 0. Si p n’est pas premier, on a p = mn avec
O0<m<petd<n<p. Donc
O=p-1=(mn)l =(m-1)(n-1).
Comme A est integre, on a nécessairement m -1 = 0oun-1 = 0 ce qui

contredit le fait que p est le plus petit entier positif tel que p - 1 = 0. Donc p est
un nombre premier.
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4.4. Divisibilité dans un anneau

Dans ce paragraphe, nous considérons uniquement des anneaux commutatifs
et integres. Dans un tel anneau A I’idéal engendré par I'élément a de A est
aA = Aaetest noté (a).

Notre objectif principal est I’étude sommaire de la divisibilité dans un cadre
plus général que celui déja bien connu de 1’anneau Z

4.4.1. GENERALITES
4.4.1.1. Définition

Soit A un anneau commutatif et intégre et soient a et b deux éléments de A.
On dit que a divise b ou que b est divisible par a, et on écrit alb, s’il existe ¢ € A
tel que b = aq.

On dit aussi que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a.

Par exemple, tout a € A est multiple de tout €lément inversible u de A car
a=u(u"la)ettout a € A diviseOcar0 =a -0.

On dit que deux éléments a et b de 1’anneau A sont associés s’il existe un
élément inversible u € A tel que b = au. Alors a = bv avec v = u~1,

4.4.1.2. Définition

Soit A un anneau principal. On dit qu’ un élément p # 0 de A est premier ou
irréductible ou extrémal s’il n’est pas inversible et si ses seuls diviseurs sont
les éléments inversibles de A et les éléments qui lui sont associés.

Dans Z, un élément extrémal est appelé un nombre premier.

Le théorgme suivant montre I’'importance des idéaux principaux dans 1’étude
de la divisibilité.
44.1.3. Théoreme

Soit A un anneau commutatif et intégre et soient a et b deux éléments de A.
Alors :

a) a divise b si et seulement si (b) C (a).

b) (a) = (b) si et seulement s'il existe un élément inversible u de A tel que
b= au.

Démonstration. a) Si a|b, il existe ¢ € A tel que b = aq; alors pourtout z € A,
on a bz = a(gz), donc (b) C (a).

Réciproquement, si (b) C (a),ona b =5-1 € aA, donc b € aA et il existe
¢ € Atel que b = ac, ce qui montre que alb.
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b) Si (a) = (b), il existe ¢, u € Atels que a = bg et b = au; d’ot b = bqu. Si
b=0,a=b=0etb=a-1. Sib#0,comme A estintdgre, qu = 1 et u est
inversible.

Réciproquement, s’il existe un élément inversible u de A tel que b = av,
alors alb, donc (b) C (a). La relation b = au implique a = bu~!, donc b|a et
par suite () C (b). Finalement, on a bien (a) = (b).

Dans tout ce qui suit, lorsque nous dirons «soit A un anneau principal », il
§’agira toujours d’anneau d’intégrité commutatif dans lequel tous les idéaux sont
principaux. Nous nous proposons d’établir certaines propriétés arithmétiques des
anneaux principaux ; le cas de 1’anneau principal Z est déja bien connu.

44.2. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

Soit A un anneau principal et soient ay, ..., a, des éléments non nuls de A.
Nous nous proposons d’étudier les éléments p de A qui divisent chacun des a;,
c’est-2-dire les éléments p tels qu’il existe des éléments ¢; de A vérifiant

a;=pg (1<i<n).
Il est clair que tout diviseur commun 2 aqi,...,a, divise 1’élément

aiu; + ...+ apu, quels que soient les n éléments vy, ..., u, de A. Cela nous
conduit 2 étudier I’ensemble 7 des éléments de A de la forme

(44.2.1) ajuy + ...+ apun

ol uy, ..., U, sont des €léments arbitraires de A.

4.4.2.1. Théortme

soit A un anneau principal et soient ay, ..., an des éléments non nuls de A.
Alors

a) Il existe un élément d € A, unique a la multiplication prés par un élément
inversible de A, tel que I’ ensemble des multiples de d dans A soit I’ ensemble des
éléments de la forme z = aju1 + ... + anuy,.

b) Il existe des éléments uy, ..., u, de A tels que
(4422) d=aus + ...+ anty.

¢) Pour qu’un élément de A divise simultanément ay, ..., ay, il faut et suffit qu’il
divise d.

Démonstrations. a) Considérons I’ensemble 7 des élements de A de 1a forme
zZ2=aju; + ... + apuy

ol U1, ..., Un € A.
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11 est clair que J est un idéal de A. C’est méme 1'idéal, noté (a;, ..., ay),
engendré par a;, ..., a,. Comme I’anneau A est principal, J est engendré par un
élément d de A ; autrement dit,on a J = (d). L'unicité de d résulte du Théordme
4.4.1.3b).

b) Puisque d € (d), il existe uy, ..., u, € A tels que

d=aiju; + ... + ayu,.

¢) Soit p un diviseur commun 2 ay, ..., a,. Ecrivons

a; = pg; (1<i<n).

En portant dans 4.4.2.2, il vient

d=p(qus + ... + ¢ntn)

ce qui montre que p divise d.

Réciproquement, soit ¢ un diviseur de d. La relation J = (d) montre que
I"idéal (d) contient les a; qui sont donc des multiples de d; par suite ¢ est un
diviseur commun 2 ay, ..., @,.

4.4.2.2, Définition

On appelle plus grand commun diviseur (P.G.C.D.) de a,, ..., a,, et on note
PG.CD. (a1, a2, ..., an), tout élément d de A tel que

dA=aA+..+a,A.
Larelation 4.4.2.2 s’appelle I’identité de Bezout.

4.4.2.3. Définition

On dit que les éléments a,, ..., a,, de A sont premiers entre eux dans leur
ensemble s'ils admettent 1 pour P.G.C.D.

On dit que les a; sont premiers entre eux deux a deux si PGCD(a;,a;) = 1
pourtousles i, j tels que i # j.

On remarque que si n > 3 et si ay, ..., a, sont premiers entre eux deux A
deux, ils sont premiers entre eux dans leur ensemble ; cependant si ay, ..., a,, sont
premiers entre eux dans leur ensemble, ils ne sont pas nécessairement premiers
entre eux deux A deux. Par exemple, dans Z, les nombres 12, 15 et 16 sont
premiers entre eux mais il ne sont pas premiers entre eux deux a deux puisque
PGCD(12,15) = 3.
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4.4.2.4. Théoréme (Bezout)

Soient A un anneau principal et a,, ..., a,, des éléments de A. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) ay, ..., a, sont premiers entre eux dans leur ensemble.
b) Il existe des éléments uy, ..., u, de A tels que
aju; + ...+ agu, = 1.
Démonstration. a) — b): Si ay, ..., a, sont premiers entre eux dans leur

ensemble, 1 est un PGCD de a4, ..., a,, donc un élément de 1’idéal engendré par
aj, ..., an. Donc il existe uy, ..., u, € A tels qu’on ait

aju1 + ...+ au, =1.
b) = a): S’il existe des éléments uy, ..., u, de Atelsquea;uy+...+azu, =1,

alors 1 € (ay, ..., ay), donc (ay,...,a,) = A et par suite 1 est un PGCD de
aly ...y Qn.

4.4.2.5. Corollaire

Soient a,b et ¢ des éléments de I'anneau principal A. Si a est premier
séparément avec b et c, alors il est premier avec le produit be.

Démonstration. D’apres 1’identité de Bezout, il existe des éléments u;, v;, 2,y
de A tels que
au; +bv; =1 et azx+cy=1.

D’oil, en multipliant membre 3 membre :
au+bev =1

avec u = auyz + cu 1y + bvy z et v = vy y, ce qui montre que a et be sont premiers
entre eux,

4.4.2.6. Théoréme (Gauss)

Soient a et b des éléments non nuls de A et soit d un diviseur du produit ab.
Si d est premier avec a, alors d divise b.

Démonstration. Si d et a sont premiers entre eux, il existe u, v € A tels que
du+av=1.
En multipliant les deux membres de cette identité par b, il vient
bdu + abv = b;
puisque d divise & 1a fois bdu et ab (par hypoth&se), il divise b.
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4.4.2.7. Corollaire

Soient by, ..., b, des éléments de A premiers entre eux deux @ deux. Si un
élément a de A est divisible séparément par by, ..., b,, alors a est divisible par
le produit by b, ... by,.

Démonstration. Il suffit de démontrer le résultat dans le cas od n = 2; le
théoréme s’obtient en faisant une récurrence facile sur n.

Par hypoth&se, il existe ¢; € A tel que a = bjc; ; by, divisant bjc; et étant
premier avec b, divise ¢;. Il existe donc c; € A tel que ¢; = bycp; d’obr
a = b hes.

44.3. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

Soient ay, ..., a,, des éléments non nuls de 1’anneau principal A. Tout multiple
de a; est un élément de 1’idéal (a;); donc les multiples communs aux a; sont
les éléments de 1'idéal (a1) N ... N (an). Cet idéal étant principal, il existe
un élément m de A, unique A la multiplication pres par un élément inversible
quelconque de A, tel que

(443.1) (a1)N...N(an) = (m)

et tout multiple commun aux a; est un multiple de m.

On est ainsi amené A poser la définition suivante.

44.3.1. Définition

On appelle plus petit commun multiple (PP.C.M.) de ay, ..., an, tout élé-
ment m de A tel que

(a1)N...N(an) = (m).

4.4.3.2. Théorédme

Soient A un anneau principal, a et b des éléments non nuls de A, d un
PG.C.D., m un PP.C.M. de a et b. Alors ab = md a la multiplication prés par
un élément inversible.

Démonstration. Posons a = a’d et b = b'd; alors a’ et b’ sont premiers entre
cux. En effet, il existe u, v € A tels que au = bv = d, d’oll en simplifiant par d,
larelation a’u + b’'v = 1, qui montre que P.G.C.D.(a', %) = 1.

On peut écrire a’b’d = ab’ = a'b, donc a'b'd € (m).

Réciproquement, en écrivant m = za et m = yb, on a: za = yb ou
za'd = yb’d. On en déduit za’ = yb’ puisque d est un élément non nul de
I’anneau intégre A. Comme PG.C.D.(a’, b') = 1, on peut écrire (Théor2me de
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Gauss), z = zV, d’odd m = zb'a = za'b’'d. Donc m € (a’¥'d) et par suite, on a
(m) = (a’t'd). D’apres le Théoreme 4.4.1.3b), il existe un élément inversible u
de A tel que m = a’bt'du, d’od md = a'b dud = abu.

4.5. Corps

4.5.1. DEFINITIONS. PROPRIETES FONDAMENTALES
4.5.1.1. Déhnition

On appelle corps tout anneau K non nul dans lequel tout élément non nul
est inversible.

On dit qu’un corps est commutatif si sa multiplication est commutative.
Ainsi pour un corps K ona, K* = K*.

Si 1 est I’élément unité du groupe multiplicatif K>, alors 1 est 1’élément
unité de K. Ainsi un corps possede toujours au moins les deux éléments O et 1.

Les notions définies pour les anneaux (intégrit€é, morphisme, idéal, carac-
téristique) s appliquent également aux corps qui sont des anneaux particuliers,
mais certains résultats prendront ici des formes particulidres.

4.5.1.2. Exemple

Les anneaux Q, R et C sont des corps commutatifs de caractéristique 0.

4.5.1.3. Exemple

L’ensemble Q [\/i] = {a +bV/2 :a,be Q} muni de 1’addition et de la
multiplication ordinaires est un corps commutatif.

1 1

Dans un corps commutatif, on écrit souvent xy~! = y~'z = z/y. On vérifie
facilement que toutes les régles de calculs habituelles dans R et C sont valables
dans un corps commutatif.

Le résultat suivant fournit un exemple important de corps.
4.5.1.4. Théoré¢me

a) Soita € Z. Dans I'anneau Z [nZ, I’ élément G est inversible si et seulement si
a et n son premiers entre eux.

b) L’ anneau Z /nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier.

Démonstration. a) On a les équivalences:
a inversible <> il existe u € Ztelqueau =1

<= au = 1 mod(n)

<= il existe v € Ztel que au — 1 = vn soit au — vn = 1, ce qui,
d’apres I’identité de Bezout, signifie que a et n sont premiers entre eux.
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b) Rappelons que Z/nZ = {0,1,...,n— 1}.

Supposons que n soit premier et soit p € Ntelque 0 < p < n;alors netp
sont premiers entre eux, donc d’aprs a), P est inversible et Z/nZ est un corps.

Inversement, si Z/nZ est un corps, tout élément 7 (0 < m < n) de Z/nZ
est inversible; donc d’apres a), m et n sont premiers entre eux. n n’admet donc
pas d’autres diviseurs positifs que 1 et lui-m&me. Donc n est un nombre
premier.

4.5.1.5. Théoréme

a) Tout corps K est intégre.

b) Dans un corps K, tout élément non nul est régulier pour la multiplication
deK.

Démonstration. a) Soient a,b € K tels que ab = 0 et a # 0. Alors a™! existe
eta~! € K. Larelation ab = 0 implique

0=a'0=aYab)=(a"ta)b=1-b=0.

b) On sait que K* = K — {0} est un groupe multiplicatif; donc tout élément de
K" est régulier pour la multiplication de K d’aprés le Théoréme 2.2.4.2.

4.5.1.6. Remarque

Le théoreme 4.3.3.3 montre que la caractéristique d’un corps est, soit 0, soit un
nombre premier.

4.5.2. SOUS-CORPS. IDEAUX D’UN CORPS. MORPHISMES
DE CORPS

4.5.2.1. Définition

Soit K un corps. On dit qu’ une partie K' de K est un sous-corps de K si :
a) K’ est un sous-anneau de K.

b) Les relations = # O et z € K' impliquent z~' € K'.

On vérifie alors que 1’ensemble K, muni des lois de composition induites par
celles de K est un corps. On dit aussi que K est un sur-corps ou une extension
du sous-corps K'.

Par exemple @ est un sous-corps de R et R est un sous-corps de C.

On montre facilement que toute intersection de sous-corps d’un corps K
est un sous-corps de K ; on peut donc définir le sous-corps engendré par une
partie A de K comme étant I’intersection de tous les sous-corps contenant A.
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4.5.2.2. Théoréme

Soit M un idéal d’'un anneau commutatif A. Alors M est maximal si et
seulement si I'anneau quotient A/ M est un corps.

Démonstration. Supposons M maximal et soit a un élément de A n’appartenant
pasd M.L’ensemble a A + M est un idéal de A contenant M et différent de M ;
donc aA+ M = A. Alors, il existe un élément z de A et un €lément m de M tels
que az + m = 1. En prenant les classes modulo M, onobtientaz =az = 1,ce
qui montre que la classe de a est inversible dans A/M ; autrement dit ’anneau
quotient A/M est un corps.

Réciproquement, supposons que A/M soit un corps. Soit I un idéal con-
tenant M. Prenons un élément quelconque a de I, n’appartenant pas 3 M. La
classe de a n’est pas la classe nulle et est donc inversible dans A/M. Il existe un
élémentude Atelque I = dT =au,oul—au=0;donc1 —au € Met
par suite 1 = (1 — au) + au € I. On en déduit que ] = A d’apres la Remarque
4.2.2.5a). Donc I’idal I est maximal.

4.5.2.3. Théoréme

Soit K un anneau commutatif non nul. Pour que K soit un corps il faut et il
suffit que les seuls idéaux de K soient {0} et K.

Démonstration. Supposons que K soit un corps et soit I un idéal de K distinct
de {0}. Soit z un élément non nul de . Comme K est un corps, z~! existe et
z~! € K;donc =z = 1 € I puisque I est un idéal. Ainsi, pour touta € K,
l-a=ae€l,cequiprouveque K C I;donc I = K.

Réciproquement, supposons que les seuls idéaux de K soient {0} et K. Soita
un élément non nul de K et considérons 1'idéal principal (a) engendré par a :
(a) = {az : z € K}.

(a) # {0} puisque @ = a. 1 € (a) et a # 0. On a donc nécessairement (a) = K.
Comme 1 € (a), il existe un élément z € K tel que az = za = 1; autrement
dit z est I’inverse de a. Ainsi tout élément non nul de K est inversible dans K ;
donc K est un corps.

Le théor&me précédent est tres utile dans 1’étude des morphismes de corps.

4.5.2.4. Théoréme

Soient K et K' deux corps commutatifset f : K — K' un morphisme de
corps. Alors f est une application injective.

Démonstration. f étant un morphisme d’anneaux, Ker(f) est un idéal de K ;
donc Ker(f) = {0} ou Ker(f) = K. Si Ker(f) = K, f est nulle, ce qui est
impossible puisque f(1) =1 # 0 € K’; donc Ker(f) = {0} et par suite, f est
injective.
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4.5.3. CORPS DES FRACTIONS D’UN ANNEAU
COMMUTATIF INTEGRE

Ftant donné un anneau commutatif et intégre A, nous nous proposons de
trouver un corps commutatif X contenant A comme sous-anneau.

4.5.3.1. Définition

On dit qu’ un corps K est un corps des fractions de I’anneau integre A si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) A est un sous-anneau du corps K.

b) Pour tout € K, il existe dans A des éléments a et b tels que = = ab™!.

4.5.3.2. Théoréme

Tout anneau commutatif intégre A admet un corps des fractions. Si K et L
sont des corps des fractions de I’anneau A, alors K et L sont isomorphes.

Démonstration. Soit E 1’ensemble des couples (p,q)olp € A, g € Aetq #0.
Sur E, la relation R définie par (p, ¢)R(p',¢") <= pq¢’ = qp’ est une relation
d’équivalence.

1l est clair que la relation R est réflexive et symétrique. Montrons qu’elle est
transitive.

Si (p, )R(P',¢') et (p',¢'YR(p",4"), 0on a pg' = gp' et p'q" = ¢'p", donc
pq'q" = qp'q"” = q¢'p"”. Comme Aestintigreet ¢’ # 0,onen déduit pg”’ = gp”,
donc (p, 9)R(p"”, ¢"’). Ainsi R est bien une relation d’équivalence.

Soit K I’ensemble quotient E /R ; notons ¢ 1’application canonique de E
sur E/R.

On définit deux lois internes sur £ en posant :
Addition: (»,9) + (r, 5) = (ps + qr, ¢5)
Multiplication: (p,q) - (r,8) = (pr,¢s).

On vérifie sans peine que 1’addition et la multiplication ainsi définies sont
associatives, commutatives, admettent pour élément neutre (0,1) et (1,1) respec-
tivement, et que la multiplication est distributive par rapport a 1’addition.

On vérifie également qu’elles sont compatibles avec la relation d’équiva-
lence R ; par exemple, pour 1’addition si

(p, R ,q') et (r,s)R(r',s)

larelation
((2a)+ (r, ) R((®,¢) + (', 5)

qui s’écrit
(ps +qr)g's’' — (p's' + ¢'r')gs =0
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ou
ss'(pg' ~p'q) +4d'(rs' —1's) =0
est vérifiée.

Dans 1’ensemble quotient notons encore + et o les lois quotients. Ces lois
sont associatives, commutatives et 1a multiplication est distributive par rapport
al’addition.

Pour 1’addition, ¢(0,1) est I’élément neutre et ¢(—p, g) est 1’opposé de
¢(p, ¢); donc (K, +) est un groupe abélien.

Pour la multiplication, ¢(1, 1) est 1'élément neutre. Donc (K, +, @) est un
anneau commutatif.

En outre, si ¢(p, ¢) est différent de (0, 1), c’est-a-dire si p # 0, ¢(p, q)
admet pour inverse (g, p). En conclusion (K, +, ®) est un corps commutatif.

Considérons I’application ¢ : A — K, définie par ¥(z) = ¢(z, 1).
Ona
Yz +y) =p(z+y1) =9(z,1) + ¢(y, 1) = %(z) + ¥(y)
P(zy) = p(zy,1) = (z,1) - p(y, 1) = ¥(z) $(v)
¥(1) = ¢(1,1) = 1k.
3 est donc un morphisme d’anneaux. Ce morphisme est injectif car si p(z,1) =

0,alors z = 0. Donc1'anneau A s’identifie au sous-anneau ¢(A) de K, puisque v
est un isomorphisme de A sur le sous-anneau 1(A4) de K.

Supposons maintenant qu’il existe un corps L et un morphisme injectif ¢ :
A — L. Larelation (p, ¢)R(p', ¢) qui s’écrit p¢’ = p'q entraine 8(p) 6(¢') =
6(p') 6(q). Comme q # Oet g’ # 0,ona6(q) # 0etb(q') # O puisque 6 est
injectif; ainsi 6(p) 6(¢)~! ne change pas lorsqu’on remplace (p, ¢) par un autre
représentant de ¢(p, ). Alors I'application ¢(p, ¢) — 0(p) 6(g)~" de K dans
L est un morphisme injectif de corps.

Le corps K qui vient d’&tre construit répond donc 4 la question et c’est, A un
isomorphisme pres, le seul corps répondant A 1a question.

4.5.3.3. Remarque

Si I’on identifie A au sous-anneau ¥(A) de K, ce qui revient a remplacer
I’élément 1)(p) de 1(A) par p, alors I'élément générique ¥(p, ¢) de K prend la
forme pg~! que 1’on écrit aussi p/q.

4.53.4. Remarque

Si I’on applique la construction du corps des fractions en partant de I’an-
neau Z, on obtient le corps Q des nombres rationnels. Tout nombre rationnel
s’écrit donc p/q,avec p € Zetq € Z— {0}.

Nous étudierons au Chapitre 5 un autre exemple important des corps de frac-
tions: le corps K (X) des fractions rationnelles A une indéterminée 2 coefficients
dans un anneau commutatif intégre K.
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Chapitre 5 : POLYNOMES
ET FRACTIONS
RATIONNELLES

Dans ce chapitre, nous nous proposons de définir, & partir d’un anneau com-
mutatif K donné, un nouvel anneau commutatif noté K[X] et contenant K
comme sous-anneau. Cet anneau K[X] posséde de nombreuses «propriétés
arithmétiques » de I’anneau Z ; nous étudierons quelques-unes de ces propriétés.

Les polyndmes, ¢’est-a-dire les éléments de 1’anneau K [X] seront introduits
comme expressions formelles.

Si K est un anneau commutatif integre, nous verrons que I’anneau X [X] est
int2gre; cet anneau n’est pas un corps mais il posséde un corps des fractions. Si
en particulier K est un corps commutatif, le corps des fractions de I’anneau K [X]
est appelé I'anneau des fractions rationnelles & une indéterminée A coefficients
dans K. Ce corps sera étudié dans la deuxieme partie.

PolynOémes

5.1. Définitions générales
5.1.0.1. Définition

Soit K un anneau commutatif. On appelle polynéme 2 une indéterminée 2
coefficients dans K, toute suite (ao, a1, ..., ) d’ éléments de K nuls a partir d’ un
certain rang.

Un tel polyndme est noté

P:(ao,al,...,an,...) ou P=(aﬂ)nelN'

Les a, sont appelés les coefficients du polyndme P ; on dit que a,, est le
coefficient d’indice n ; ap s’appelle le terme constant.

Si tous les coefficients a,, du polyndme P sont nuls, on dit que P est le
polyndme nul et on le note 0. On appelle mondme un polyndme dont tous les
coefficients sont nuls sauf, au plus, I’un d’entre eux.

L’ensemble des polyndmes 2 une indéterminée A coefficients dans 1’anneau
commutatif K se note K[X].
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Etant donné un polyndéme P = (ao, ay, -.., an...) & coefficients dans K, on
appelle degré de P, et on note deg(P), le plus grand entier n tel que a,, # 0.
Cette définition s’ applique a tout polyndme de K [X] sauf au polyndme nul 0. En
effet, tous les coefficients de 0 étant nuls, 1’ensemble des indices des coefficients
non nuls de 0 est vide, donc cet ensemble n’admet pas de plus grand élément.

De méme, le plus petit entier k tel que ax # O s’appelle la valuation du
polyndme P et se note val(P). Tout polyndme P sauf 0 admet une valuation.

On convient de noter deg(0) = —oo et val(0) = +o0 ol les symboles —oo
et +00 sont assujettis A vérifier les relations suivantes :

Pour tout n € Z, —00 < 1 < 400
Pour tout n € Z, n + (4+00) = +o0;n+ (—00) = —o0.

(+00) + (+00) = +00; (~—00) + (—00) = —o0.
Si P est un mondme non nul, c’est-a-dire si un seul coefficient a,, est non
nul, alors deg(P) = val(P) = n.

5.1.0.2. Exemple
Prenons K =Zet P = (0,1,0,4,0,0,...).Onadeg(P) =3 etval(P) = 1.

5.1.0.3. Définition

On dit que deux polynbmes P = (an), N €t Q@ = (bn), N de K[X] sont
égaux si pour tout entier n,ona a, = by,.

En particulier P est le polyndme nul si et seulement si, pour tout entier n,
a, =0.

5.2. Structure d’anneau de K[X]

Dans ce paragraphe K désigne un anneau commutatif sauf mention expresse
du contraire,

5.2.1. ADDITION DE DEUX POLYNOMES
5.2.1.1. Définition

Soient P = (an)n>0 et @ = (bn)n>0 deux polynémes de K[X). On appelle
somme de P et Q, et on note P + Q, le polynéme dont le coefficient d’indice n
estégald an, + by:

(52.1.1) P+ Q= (ap+bg,...,an + by, ...).
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5.2.1.2. Théoréme
Le couple (K[X], +) est un groupe abélien.

Démonstration. Comme (K,+) est un groupe abélien, pour tout n € NN,
an + b, € K; donc (ap + by, ..., an + by, ...) est une suite d’éléments de K.
Si I’'un des polyndmes est nul, P + @Q est égal A I’autre polyn6me, donc la
suite (@n + bn)n>o0 possede un nombre fini d’éléments non nuls et P + Q €
K[X]. Si aucun des polyndmes n’est nul, soient n et m les degrés de P et @
respectivement ; si k > max(n, m), on aura a; = b; = 0, donc a; + b = 0, ce
qui montre que P + Q € K[X].

Les propriétés de 1’addition dans K [X] se déduisent facilement de celles de
’addition dans K. Ainsi, pourtoutn € N, (an + bn) + ¢n = an + (by + cp),
donc(P+Q)+R=P+(Q+ R)etpourtoutn € N, a, + b, = b, + an,
donc P + @ = @ + P.Le polyndme O est 1’élément neutre pour I’addition dans
K[X] et tout polyndme P = (@, )n >0 a pour opposé le polyndme, noté — P, tel
que —-P = (—an)nzo.

5.2.1.3. Théoréme
Posons K[X)* = K[X] — {0}. Alorssi P,Q € K[X]* etsiQ # —P,ona
(52.1.2) deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))

(5.2.1.3) val(P + Q) > min (val(P), val(Q)).

Démonstration. Il existe deux possibilités: deg(P) = deg(Q)
et deg(P) # deg(Q).
1% cas: deg(P) = deg(Q) = n.

e Si a, + b, = 0, alors deg(P + Q) < deg(P), donc (5.2.1.2) est vraie,
I’inégalité stricte ayant lieu.

e Sia, +b, #0,alors deg(P + @) = deg(P) = deg(Q), donc (5.2.1.2) est
encore vraie, 1’égalité ayant lieu dans ce cas.

2° cas: deg(P) # deg(Q). Supposons par exemple que deg(P) < deg(Q).
Alors, par définition du degré et de la somme, on a deg(P + @) = deg(Q) =
max (deg(P), deg(Q)). Donc (5.2.1.2) est vérifice.

On démontrerait de méme la relation (5.2.1.3), en raisonnant sur ay, et b,., ot
val(P) = ket val(Q) = r et en considérant les deux cas k = ret k # r.

5.2.2. MULTIPLICATION DE DEUX POLYNOMES
5.2.2.1. Définition
Soient P = (an)nyo €t Q = (bn)n>0 deux polyndmes de K[X]. On appelle

produit de P et Q, et on note PQ, le polynéme dont le coefficient d'indice n est
défini par :
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n
(5.2.2.1) Cn = Z a;bj = Z apbn_k.
i+j=n k=0

Montrons que 1’on définit bien ainsi un polyndme 2 coefficients dans K. Si
a; =0 pouri > ngetd; = 0pourj > mp,onac, =0pourn > ng+ mp. En
effet, si n > ng + myp, dans chaque terme a;b; de ¢, on a soit ¢ > ng et alors
a; = 0, soit j > my et alors b; = 0; donc chaque terme de c,, est nul, et par
suite PQ € K[X].

5.2.2.2. Théoréme

Le triplet (K[X], +, .) est un anneau commutatif.

Démonstration. Nous savons déja que (K (X1, +) est un groupe abélien et que
1a multiplication est une loi interne sur K[X]. 11 suffit donc de vérifier que
la multiplication des polynOmes est commutative, associative, distributive par
rapport A 1I’addition et qu’elle admet un élément neutre.

Soit 1 = (1,0,0,...) le polyndbme constant dont tous les coefficients sont
nuls sauf ap qui vaut 1. On vérifie facilement que pourtout P € K[X],1- P =
P -1 = P,donc le polyndme 1 est 1’élément unité de I’anneau K [X].

Montrons que la multiplication est associative.

Soient P = (@n)n>0, @ = (bn)n>0 € R = (¢n)n>0 trois polyndmes
de K[X].

Ona
PQ=(dn)n20 avec an Z a;bj
i+j=n
QR = (en)n>0 avec e, = Z brc,
r+s=n

Ecrivons le terme u,, de rang n du produit (PQ)R:
Un = docn+ ...+ drcak + ...+ dnco
= agbocn + (aohs + arbp)en~1 + ... + (aobn + a1bn—1 + ... + anbo)co.
De méme le terme général v,, du produit P(QR) est:
Uy = aon+ ...+ aren_p+ ...+ ancy

= ag(bocn +bicn_1+ ...+ bnco) + ... + anboco.

Si on utilise la distributivité¢ de la multiplication par rapport A 1’addition
dans K et I’associativité de ces lois dans K, on trouve u, = v, pourtoutn € IN
Donc les deux polyndmes (PQ)R et P(QR) sont égaux.

On démontrerait par une méthode analogue que
P(Q+R)=PQ+PR et (Q+R)P=QP+RP.
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5.2.2.3. Théoréme
a) L'anneau K[X] est intégre si et seulement si I'anneau K est intégre.

b) Si P,Q € K[X],ona
(5222) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)
(522.3) val(PQ) > val(P) + val(Q)
Dans lesrelations (5.2.2.1) et (5.2.2.2) il y a égalité sil' anneau K est intégre.

Démonstration. a) Si I’annean K posséde des diviseurs de zéro, il existe des
éléments a # O et b # 0de K tels que ab = 0. Alors dans K[X],ona

(a,0,...)(b,0,...) = (ab,0,...) =0,
donc K[X] posstde des diviseurs de zéro.

Si au contraire K est integre, montrons que K[X] est integre. Soient
P = (an)n>0 €t @ = (bn)n>0 deux polyndmes non nuls ; posons k = val(P) et
r = val(Q).
P= (0, ...,O,ak,ak.H, ) avec ax ;f 0.

Q=(,..,0,b,b,41,...) avecd, #0.
Alors par définition de la multiplication,
PQ =(0,...,0,axb,, ...).
Comme K est intdgre, les relations ax # O et b, # 0 impliquent arb. # 0;
donc PQ@ # 0. :

b) Les inégalités sont évidentes si I’un des deux polyndmes est nul. Ecartons ce
cas. Supposons que deg(P) = n et deg(Q) = m. La formule (5.2.2.1) montre
quecy, =08ip > n+metcoypm = a,by. Sil’anneau K posséde des diviseurs
de zéro, rien ne dit que ¢p+m 7 0. On a donc en général

deg(PQ) < n + m = deg(P) + deg(Q)-

Si I'anneau K est intégre, les relations a, # 0 et b, # O entrainent
Cn4m = Anby # 0. Donc

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
On démontrerait de m¢éme 1’'inégalité (5.2.2.3) en posant val(P) = k et

val(@) = r et en remarquant que le premier coefficient non nul de PQ est azb,
si I’anneau K est int2gre.

5.2.24. Théoréme

Soit K un corps commutatif. Le groupe des éléments inversibles de I'an-
neau K[X] est Iensemble des polynémes de degré 0.
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Démonstration. Si le polyndbme P € K[X] estinversible et si Q est son inverse,
ona P@Q = 1; d’od deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) = deg(1l) = 0. Donc
deg(P) = deg(Q) = 0, ce qui, par définition du degré, montre que P et @ sont
de la forme

P = (ao,O, ) et Q= (bo,o, )

Réciproquement dans K [Xl], tout élément A € K™ estinversible, son inverse
étant le polyndme constant A~ (inverse de A dans K).

5.3. Notation définitive

Dans ce paragraphe on désigne par K un anneau commutatif,

5.3.1. IMMERSION DE K DANS K[X]

Considérons 1’application f : a — f(a) = (a,0,...)de K dans K[X];elle
est évidemment injective. C’est aussi un morphisme d’anneaux car les formules
(5.2.1.1) et (5.2.2.1) montrent que

fla+b) = f(a)+ f(b), f(ab) = f(a) f(b)

et de plus,
f(O) =0, f(l) =1.

Par suite, f est un isomorphisme de K sur f(K). On identifiera désormais,
grice a cet isomorphisme, tout élément de K avec son image dans K[X] en
posant, pourtouta € K:

(53.1.1) a=(a,0,..).
Si) € Ketsi P = (ap,ai,...)est un polyndbme, on a
(53.12) AP = (),0,..) (ag, a1, ...) = (Aag, Aay, ...).
On vérifie aisément que si A, u € K et P, Q € K[X], alors
(5.3.1.3) A+ p)P=AP+pP, AP+Q)=AP+2Q.
(53.14) (M)P = A(uP), 1.P=P.

On exprime ces propriétés en disant que K[X], muni des opérations
(P,Q)— P+ Qet(A, P) — AP posstde une structure de K-module (nous
y reviendrons).

Remarquons en outre que, quels que soient P,Q € K[X] et quel que soit
A€ K,ona

(5.3.1.5) A(PQ) = (AP)Q = P(AQ).
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5.3.2. NOTION D’INDETERMINEE
5.3.2.1. Définition

On appelle indéterminée le polynéme X dont tous les coefficients sont nuls,
sauf le coefficient d’indice 1 € Nqui est égala1 € K :

(5.32.1) X =(0,1,0,...).
La formule (5.2.2.1) donne facilement
X?=(0,0,1,0,........ )
Xx*=(0,0,0,1,0,.....)

od le coefficient 1 de X™ se trouve au (n + 1) rang.
En utilisant 1a formule (5.3.1.2), on voit que pour tout a,, € K,

a, X" =(0,...,0,a,,0,...)
d’o, si ag, ay, ..., sont des éléments de K etsi ar = O pour k£ > n,

(ao,a1,..)=ao+ a1 X + ...+ a, X".

Nous écrivons donc désormais le polyndme P = (ao, a1, ...) de degré n sous
la forme

n
(53.2.2) G+ aX +..+a. X" =) ar X"
k=0

Quand on écrit P sous la forme ap + a1 X + ... + a, X", on dit que P
est ordonné suivant les puissances croissantes de X ; si on écrit: P =
a, X" + ...+ ag, on dit que P est ordonné suivant les puissances décroissantes
de X.

Le coefficient a,, est appelé coefficient dominant de P ; lorsque a, = 1,0n
dit que le polyndme P est unitaire ou mieux normalisé.

Nous verrons plus tard que si K est un corps commutatif, alors K[X] est un
K -espace vectoriel ; de méme sion désigne par K, (X]1’ensemble des polyndmes
a coefficients dans K de degré < n, K,,[X] est un K-espace vectoriel dont une
base est (1, X, ..., X™) (¢f. Chapitre 6).

5.4. Propriétés arithmétiques de K|[X]

Dans tout ce paragraphe, on désigne par K un corps commutatif, Nous allons
étendre 2 K[X] un certain nombre de propriétés de I’anneau Z
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5.4.1. DIVISION EUCLIDIENNE DANS K[X]

5.4.1.1. Définition

Soient A et B deux polynémes de K[X). On dit que B divise A, et I' on note
B| A s'il existe un polynéme Q de K[X] tel que A = BQ.

On dit aussi que A est un multiple de B, ou que B est un diviseur de A.
2 s’appelle le quotient dans la division de A par B.

5.4.1.2. Remarques

a) Si A et B sont des polyndmes non nuls et si B divise A, on a nécessairement
deg(B) < deg(A);sideplusdeg(B) = deg(A),alorslarelation A = BQ donne
deg(B) = deg(A) — deg(B) = 0, ce qui montre que  est une constante non
nullede K. On ditque A et B sont proportionnels ou associés. Réciproquement,
toute constante non nulle divise A.

b) La relation de divisibilit¢ dans K [X] est réflexive et transitive mais elle n’est
ni symétrique, ni antisymétrique.

5.4.1.3. Théortme

Soient A et B deux polyndmes de K|[X] tels que B # 0. Alors il existe un
couple unique (Q, R) de polyndémes de K [X] tels que

(54.1.1) A=BQ+ R avec deg(R) < deg(B).

Q@ s’ appelle le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
A s'appelle le dividende, B le diviseur.

Démonstration. a) Existence d’une solution
Posons
A=apnX"+an 1 X" '+ ... +ap avec a, #£0
B=bpX™ +bp1 X™ 14 ... +by avec b, #0.
Si n < m, alors on peut écrire A = 0. B + A avec deg(A) < deg(B), donc
Q = 0 et R = A conviennent.
Supposons donc n > m. Posons

g1 = 2 xn-m et R, =A— Bq.
bm

Comme Bgqqy admet a,X" pour terme de plus haut degré, on a
deg(R;) < deg(A).

Si deg(R;) < deg(B), on peut prendre Q@ = ¢; et R = R;.

Si deg(R:) > deg(B), on répete sur le couple (R, B) ce qui vient d’&tre
fait sur le couple (A, B); en désignant par ¢, le quotient du terme de plus haut
degré de R, par b,, X™, on effectue la différence

Ry —Bg =Ry avec deg(Rz) < deg(R)).
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Si deg(Rz) < deg(B), on peutécrire A = Bqy + Ry = Bq1 + Bgo + Ry =
B(qi1 +q2)+ Rz avec deg(Rz) < deg(B) ; donc on peut prendre comme solution
Q=g +qgetR=FR.

Si deg(R;) > deg(B), on continue le processus avec R; et B. En répétant
ce processus on forme une suite de polyndmes Ry, tels que

deg(A) > deg(Ry) > ... > deg(Rx) > ...

La suite des degrés des R étant décroissante et majorée, est nécessairement
finie ; au bout d’un nombre fini d’itérations, on arrivera & une égalité de 1a forme.

Ri_1 — Bqr = Ry avec deg(R:) < deg(B).

Si on ajoute membre & membre les k égalités
A-By =R, Ri~Bgp==R,..Rg1— Bq = Ry,

on obtient;
A- B(ql + ...+ qk) = R;.

On peut donc prendre Q = ¢ + ...+ gx et R = R;.

b) Unicité

Supposons qu’il existe un autre couple (@1, Ry ) tel que A = B@y + R avec
deg(R;) < deg(B). On en déduit B(Q — @Q;) = R; — R. Par conséquent,

(54.1.2) deg(R; — R) = deg(B) + deg(Q — Q).
Or puisque deg(R) < deg(B) et deg(R;) < deg(B),ona
(54.1.3) deg(R; — R) < max (deg(R,), deg(R)) < deg(B).

Les deux relations (5.4.1.2) et (5.4.1.3) sont incompatibles si deg(Q — Q1) >
0 c’est-a-diresi Q — Q) # 0.Parsuite Q = @) et R = R; ce qui établit 1'unicité
et acheéve la démonstration du théoréme.

5.4.14. Corollaire

Si B # 0, pour que le polynbéme A soit divisible par le polynéme B, il faut
et suffit que le reste de la division euclidienne de A par B soit nul.

5.4.15. Exemple
Diviser A= X* 4+ X2 ~4X 4+2par B= X2 4+2X + 1.
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Voici comment il faut disposer les calculs.

A @ X4 4X2-4X+2 X24+2X+1 : B
-Bg : -X*-2x3-Xx? X2-2X+4 : Q@
R : -2x° —4X +2 n @ oo
—Bg : 2X3 +4X%2 42X

Ry 4X2 —2X +2
—Bgs : —4X2 -8X -4

R -10X -2

5.4.2. IDEAUX DE K[X]
5.4.2.1. Théoréme
L'anneau K[X) est principal.
Démonstration. Nous savons déja que K[X] est un anneau commutatif et in-
tegre; il suffit donc de montrer que tout idéal I peut etre engendré par un élément.

Si I = {0}, alors I est engendré par O et le théor2me est évident. Supposons
I # {0}. L’ensemble des degrés des éléments non nuls de 7 est une partie non
vide de IN. Cet ensemble admet donc un plus petit élément que nous noterons nyg.
Soit P un polyndme non nul de I tel que deg(P) = no. Tout multiple de P
appartienta I. Réciproquement, pour tout €lément non nul Ade I,onadeg(A) >
deg(P). La division euclidienne de A par P donne alors

A=PQ+R avec deg(R) < deg(P).

Des relations A € I'et P € I ondéduit PQ € Ipuis R=A—-PQ € I.Si
R # 0, ’inégalit¢ deg(R) < deg(P) contredit le choix de P. Donc R = O et A
est un multiple de P. L’idéal I est donc bien I’ensemble des multiples de P.

On notera ( P) I'idéal engendré par le polyndme P,

5.4.22. Remarques

a) Le générateur P n’est pas unique car quel que soit A € K*, AP € Ieta
méme degré que P.
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b) Si A et B sont deux polyndmes de K[X] tels que B # 0, alors B|A si et
seulement si (A) C (B).

Le Théordme 5.4.2.1 nous permet d’établir des propriétés qui, vraies dans
tous les anneaux principaux, généralisent celles de Z

5.4.3. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
5.4.3.1. Théoré¢me

Soient Ay, ..., Ay, des polynémes non nuls de K[ X]. Alors :

a) Tout diviseur commun @ Ay, ..., A, divise le polynéme AP, + ...+ A, P,
quels que soient les polynbmes P, ..., P,,.
b) 11 existe un polyndéme D dans KX tel que :
1) D divise chaque polynéme A;.
2) Il existe des polynémes Un, ..., U, de K[X] tels que
(543.1) D =AU+ ..+ AUy,

et I'ensemble des diviseurs communs aux polynémes A; est égal a I’ ensemble
des diviseurs de D,

Démonstration. a) Soit @ un diviseur commun 4 A;, ..., A, ; il existe donc des
polynémes (4, ..., Cn tels que A; = C;Q, 1< i< n. Alors

AP+ ...+ AP =CiQP + ..+ C,QP, = Q(C1P1 + ...+ CnPn),

ce qui prouve a).

b) Considérons I’ensemble I des polyndmes de la forme A1 P, + ... + A, P,
ol les P; sont des polyndmes quelconques de K[X]. I est évidemment un idéal
de K[X] contenant A4, ..., A,. I étant un idéal principal d’aprés le Théordme
5.4.2.1, il existe un polyndme D de I de degré minimum tel que I soit1’ensemble
des multiples de D. Comme A; € I pour tout 7, on a A; = D@, et D divise
chaque polyndme A;. D’autre part, puisque D € I, il existe des polyndmes
Ui, ...,Un tels que

D=AU + ..+ A,U,.

D’aprés a) tout polyndme qui divise chaque polyndme A; divise D. Inver-
sement tout diviseur de D divise tous les éléments de I (qui sont des multiples
de D) et en particulier les polyndmes Ay, ..., A,.

Remarquons que le polyndme Dn’est défini qu’a une constante multiplicative
non nulle pres. En effet, si D’ est un autre polyndme vérifiant 1a condition b),
alors D divise D’ et D' divise D, donc D = AD' avec A € K*.
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5.4.3.2. Définition

Avec les notations du Théoréme 5.4.3.1, le polyndbme D est appelé un plus
grand commun diviseur (en abrégé P.G.C.D.) des polynébmes Ay, Az, ..., Ap et
se note PG.C.D. (41, ..., An)-

La relation (5.4.3.1) s’ appelle I'identité de Bezout.

D est un diviseur commun 3 Ay, ..., A, de degré maximum, d’oll son nom.
Si on choisit D normalisé, on dit que D est le PG.C.D. de A, ..., An.

5.4.3.3. Définition

On dit que les polynémes Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur
ensemble si PG.C.D. (4,,...,A,) = 1.

Il revient au m&me de dire que 1’idéal engendré par les A; dans K[X] est
K[X] tout entier.

D’apr®s la remarque précédant la Définition 5.4.3.2, l1a relation P.G.C.D.
(A1, ..., An) = 1 équivaut 3 PG.CD. (A, ..., As) = A, ol A est un élément
quelconque de K*.

On dit que les polyndmes A, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux
si PG.C.D. (A;i, A;) = 1 pour tous les indices i et j tels que ¢ # j.

I1 est évident que si n > 3 et si les polyndmes Ay, ..., A,, sont premiers entre
eux deux a deux ils sont premiers entre eux dans leur ensemble. Mais si Ay, ..., A,
sont premiers entre eux dans leur ensemble, ils ne sont pas nécessairement
premiers entre eux deux 2 deux. En effet, dans Q[X], les trois polyndmes A =
X(X+1),B=X(X+2),C = (X +1) (X +2) sont premiers entre eux dans
leur ensemble mais ils ne sont pas premiers entre eux deux a deux puisque

PG.CD. (A,B)=X, PGCD.(B,C)=X+2, PG.CD.(4,C)=X+1.
Recherche pratique du P.G.C.D. : Algorithme d’Euclide

Soient A et B deux polyndmes de K [X] et supposons que deg(B) < deg(A).
La division euclidienne de A par B donne A = BQ; + R; avec deg(R;) <
deg(B).

Tout polyndme qui divise A et B divise B et Ry = A — BQ);. Réciproque-
ment, tout polyndéme qui divise B et R; divise A = BQ; + R, et B. Le calcul
d’'un P.G.C.D. de A et B est donc équivalent au calcul d’un P.G.C.D. de Bet R;.

1" cas: Si R; =0, alors BestunP.G.C.D.de Aet B.

2% cas: Si R; # 0, soit R; le reste de la division euclidienne de B par R;. Si
Ry =0, B est multiple de R et Ry estdoncunP.G.C.D.de Aet B.Si R, # 0
unP.G.C.D. de R; et R; estunP.G.C.D. de B et R; doncun P.G.C.D.de Aet B,
et ainsi de suite.
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En effectuant la suite des divisions euclidiennes

A=BO:+ R , deg(R,) < deg(B)
B=RQ:+ R, , deg(Ry) < deg(Ry)
Ri = B@Qs + Rs , deg(Rs) < deg(Rz)

Rj_1=RjQjt1 +Rjy1 , deg(Rj41) < deg(R;)

on obtient nécessairement un reste Rp41 = 0, puisque les degrés des restes
sont strictement décroissants. Le dernier reste précédant le reste nul est donc un
PG.CD.de Aet B.

Dans le cas de n polyndmes Ay, ..., A,, les communs diviseurs de A, et Az
étant les diviseurs de leur plus grand commun diviseur D, nous avons

PG.CD. (A1, ..., An) = PG.C.D. (D2, A3, ..., Ay).

Les diviseurs communs de D, et A3 étant les diviseurs de leur plus grand
commun diviseur D3, on a

P.G.CD. (A, ..., An) = PG.C.D. (D3, Aq, ..., An).

De proche en proche, on voit que 1’on peut ramener le calcul du P.G.C.D. de
n polyndmes au calcul du P.G.C.D. de deux polynOmes.

Les propriétés démontrées au Chapitre4 pour le P.G.C.D. dans un anneau
principal restent valables dans 1’anneau K[X] et se démontrent de la méme
manidre. Enongons quelques propriétés du P.G.C.D. 2 titre d’exemples.

5.4.3.4. Théoréme

Soient Ay, ..., A, des éléments de K[X). Si on multiplie (resp. divise, si cela
est possible) Ay, ..., A, par unméme polynéme P # 0,1eP.G.C.D.de A;, ..., A,
est multiplié (resp. divisé) par P.

Démonstration. Démontrons la propriété relative 4 la multiplication par P;
I"autre propriété se démontre de la méme manilre.

Posons D = PG.C.D. (4, ..., An). Il existe des polyndmes U\, ..., Uy, tels
que
D=AU+...4+ A U,.

Donc si un polyndme () divise chacun des polyndmes A, P, ..., A, P, il divise
AP+ ...+ A PU, = (AiU1 +...+ AUy ) P = DP.Réciproquement, D P
divise chacun des polyndmes A, P, ..., A, P ; donc tout diviseur de DP est un
diviseur de A, P, ..., A, P. On en déduit

PG.CD. (A P,..., A,P) = DP.
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5.4.3.5. Théorédme (Bezout)

Pour que les polyndmes Ay, A, ..., A, de K[X] soient premiers entre eux
dans leur ensemble, il faut et il suffit qu’il existe des polynomes U, ..., U, de
K[X] tels que

AU +..+ AU, =1.

La démonstration est 1a méme que celle du Théordme 4.4.24.

5.4.3.6. Corollaire

Soient A, B et C des polynémes de K[X). Si A est premier séparément
avec B et C, alors A est premier avec le produit BC.

Du Théoréme de Bezout, on déduit également le théordme suivant connu
sous le nom de Théoréme de Gauss.

5.4.3.7. Théoréme (Gauss)

Soient A, B et C des polynémes de K[X]. Si A divise le produit BC et si A
est premier avec B, alors A divise C.

Méeme démonstration que celle du Théordme 4.4.2.6.

5.4.3.8. Corollaire

Soient By, ..., By, des polynémes de K[X) premiers entre eux deux @ deux.
Si un polynéme A de K[X] est divisible par chaque polynéme B;, alors A est
divisible par le produit B, ... B,,.

54.4. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

Soient Aj, A3, ..., A, des €léments non nuls de K[X]. Les multiples com-
munsa A, ..., A, dans K[X] sont les éléments de I'idéal (A1 )N(A2)N...N(4n).
Cet idéal étant principal, il existe un élément M de K [X], unique 2 la multipli-
cation pr&s par une constante non nulle, tel que

(A1) N...n(4,;) = (M)

et tout multiple commun & Ay, A, ..., A, est un multiple de M ; réciproquement
tout multiple de M est un multiple commun & Ay, ..., A,.

5.4.4.1. Définition

On appelle plus petit commun multiple (PP.C.M.) des polynémes A, ..., A,,
et on note PP.C.M. (A, ..., Ay), tout polynéme M de K[X] tel que

(A1) N(4A2)N...N(An) = (M).
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Notons que M est un multiplecommun a Ay, ..., A,, de degré minimum, d’od
son nom.

On a le résultat suivant qui ramene le calcul du PP.C.M. de deux polyndmes
non nuls a celui de leur P.G.C.D. La démonstration est exactement la méme que
celle du Théordme 4.4.3.2.

5.4.4.2. Théoréeme

Soient A et B deux polynémes non nuls de K[X), D un PG.CD., M un
PP.CM. de Aet B. Alors AB = M D (a une constante multiplicative non nulle
pres).

54.5. POLYNOMES IRREDUCTIBLES
5.4.5.1. Définition

On dit qu’'un polynéme P de K[X] est premier ou irréductible sur le
corps K s'il n’est pas constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les
polynémes associés @ P et les éléments non nulsde K.

Il faut bien noter que cette définition dépend essentiellement du corps K :ilse
peut tres bien qu’un polyndme donné soit irréductible sur un corps et réductible
sur un autre. Par exemple, X2 + 1 est irréductible sur R mais est réductible sur C.

5.4.5.2. Remarque

Dire qu’un polyndme de K[X] est irréductible revient A dire qu’il est impos-
sible de I’écrire comme produit de deux polyndmes de K[X] de degrés positifs.

5.4.5.3. Exemple

Tout polyndbme P de K[X], du premier degré, est irréductible. Si en effet
P = AB,avec A € K[X]et B € K[X],onal = deg(P) = deg(A) + deg(B)
donc, nécessairement, 1’un des polyndmes A ou B est de degré O et 1’autre de
degré un.

54.54. Exemple
Le polyndme X2 — 2 est irréductible sur Q[X]. Si en effet X2 — 2 n’était pas
irréductible, on pourrait écrire
X* -2 =(aX +b)(cX +d) = acX? + (ad + bc) X + bd
avec a,b,c,de Qeta #0,c#0.D’od
ac=1, ad+be=0, bd=-2.
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Il résulte de 1a que

b\ 2
et en substituant dans ad + be = 0, il vient ¥ — 2a% = 0, d’od (;) =2, ce

qui est impossible puisque v/2 n’est pas un nombre rationnel.

X2 _ 2 est réductible sur R car X2 —2 = (X _ \/i) (X+\/§).

5.4.5.5. Théoreme

Soient P un polyndme irréductible de K[X] et Q un polynéme de K[X].
Alors P et Q sont premiers entre eux si et seulement si P ne divise pas Q).

Démonstration. Si P et () sont premiers entre eux, les seuls diviseurs communs
a P et @ sont les constantes, donc P ne divise pas Q.

Réciproquement, si P ne divise pas Q, un PG.C.D. de P et ) étant un
diviseur de P ne peut étre qu’une constante non nulle ou un polyndme associé
3 P.Le second cas étant exclu par hypoth&se, la conclusion en résulte. m]

5.4.5.6. Corollaire

Si un polynéme irréductible divise un produit de polyndmes, il divise au
moins I'un des facteurs.

Démonstration. Soit P un polyndme irréductible et supposons que P divise le
produit A B sans diviser A. D’apres le théorme précédent, P est premier avec A,
donc (Théorgme 5.4.3.7), P divise B.

Par récurrence, on démontrerait 1’assertion lorsqu’on a un nombre fini
quelconque de facteurs.

5.4.5.7. Théoréme

Tout polynéme P non nul de KX peut s’ écrire d’ une maniére unique sous
la forme

(54.5.1) P=2\P,..P,

o A est constante non nulle et oR P, ..., P, sont des polyndomes irréductibles
normalisés.

Démonstration. Démontrons 1’existence d’une factorisation de P par récurrence
sur le degré de P.

Si deg(P) = 1, le résultat est trivial car d’aprés I’Exemple 5.4.5.3, si
P =aX+b = a(X +a7'b), X +a~'best un polyndme irréductible normalisé.
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Supposons le théoréme établi pour les polyndmes de degré inférieur & n. Soit P
un polyndme de degré n. Alors, ou bien P est irréductible et le théoréme est
évident, ou bien P est décomposable en un produit de deux polynOmes de degré
inférieura n : P = Q1Q; avec deg(Q;) < n,deg(Q: < n.

En appliquant I"hypothese de récurrence 3 (1 et 2 Q2 on obtient une décompo-
sition de P sous la forme (5.4.5.1) L’existence est établie.

Démontrons I'unicité de 1a décomposition. Supposons que
(5452) P=AP, .. P, = u@Q: ... Qm.

oll A et ¢ sont des constantes, et ol les facteurs P; et Q; sont des polyndmes
irréductibles et normalisés. On a nécessairement A = p car chacune de ces cons-
tantes est le coefficient dominant de P. D’autre part, le polyndme irréductible P
divise le premier membre de 1’égalité (5.4.5.2). Il divise donc le second membre
et, d’apres le Corollaire 5.4.5.8, il en divise 1’un des facteurs. Appelons Q; ce
facteur en changeant au besoin la numérotation des facteurs du second membre.
Comme P, et (1 sont irréductibles et normalisés, on a P, = Q. Puisque K [X]
est intégre, on peut simplifier par P;. En recommengant ce raisonnement avec P
puis avec P et ainsi de suite, on pourra identifier les n facteurs du premier
produit avec autant de facteurs du second. On en déduit n < m. On verrait de
méme que m < n,d’od n = m. Les deux décompositions sont donc ientiques &
I’ordre pres.

5.4.5.8. Remarque

Dans la décomposition de P, il est possible que certains polynOmes premiers
soient égaux. En regroupant les polyndmes normalisés, on peut écrire

(54.5.3) P=kPX P .. P

Py, ..., P, désignant des polyndmes irréductibles normalisés distincts et k une
constante.

On dit que (5.4.5.3) est la décomposition de P en facteurs irréductibles.

5.5. Division suivant
les puissances croissantes
K désigne toujours un corps commutatif. Nous présentons dans ce paragraphe
la division suivant les puissances croissantes. Il s’agit, étant donnés deux poly-

ndmes A et B, de trouver un polyndme Q tel que val (A — BQ) soit supérieure
a un entier naturel fixé A I’avance.
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5.5.0.1. Théoréme

Soient n un entier naturel, A un polynéme quelconqgue et B un polynéme tel
que val(B) = 0. Il existe un couple unique (Q, R) de polynémes de K[X] tels
que

(5.5.0.1) A=BQ+X"*'R avec deg(Q)<n.

Démonstration. a) Existence d’une solution
Ordonnons les polyndmes A et B suivant les puissances croissantes de X :

A2 =a, X"+ e, XH + . +anX™avec a, #0etan, #0
B =bo+ 51X + ...+ b, XP avec by £ Oet b, # 0.

Si A =Oousir = val(A) > n,on peut écrire 4 = X"+! R, d’oi la solution
évidente @ = Oet R.

Supposons A # 0 et r = val(A) < n.Posons q; = %’- X" et
0

(5.5.0.2) R, = A - Bq,.

Comme A et Bq; ont le m&me terme de plus bas degré, on a soit R) = 0 soit
val(Rl) > val(A).

Si Ry = O ousi val(R;) > n, nous pouvons écrire Ry = X™*! R et nous
pouvons prendre comme solution Q = ¢ et R.

Si val(Ry) < n, répétons sur le couple (R;, B) ce qui vient d’tre fait sur
le couple (A, B) : on calcule le quotient g, du premier terme de R, par bo et on
forme 1a différence

(5.5.0.3) Ry = R, — Bq,.
Remarquons que deg(q:) < deg(gz) = val(R;) < n.

Les premiers termes de R; et Bg, étant égaux, nous avons soit R; = 0, soit
val(Rz) > val(Ry). Si R, = 0 ousi val(Rz) > n on peut écrire Ry = X" +1R.

Si nous ajoutons membre 2 membre les égalité (5.5.0.2) et (5.5.0.3) nous
obtenons A — B(q; + ¢2) = Rz, d’otila solution Q@ = ¢q; + g2 €t R.

Sival(R;) < n,onrecommence I’opérationen remplagant R, par R;, et ainsi
de suite. Comme val(A) < val(R; < val(R; < ..., nous obtiendrons au bout
d’un nombre fini d’itérations, un polyndme Ry tel que R = O ou val(Ri) > n,
donc tel que Ry = X"t R,

En ajoutant membre A membre les égalités
A-Bq =R, R—-Bgp=~HR,,..,Rg1— B = Rk,
nous obtenons A — B(¢q1 + ... + ¢x) = Rxk.

Comme deg(q;) < deg(gz2) < ... < deg(gqx) = val(Rg—1) < mn, il suffit de
prendre Q@ = ¢1 + ¢2 + ... + qx et Rtel que R = X"+ R, Ry, étant le premier
reste dont la valuation est strictement supérieure  n.
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b) Unicité

Supposons que 1’on ait deux décompositions
A=BQ+X"""R=BQ+X"t'R; avec deg(Q)<n et deg(Q:)<n.

Par différence, nous obtenons B(Q — @) = X"+!(R; — R).

Si on avait @ — Q; # 0, le terme de plus bas degré de B(Q — Q) seraitle
degré n au plus puisque by # 0 et deg(Q — @1) < n. Comme le terme de plus
bas degré de X™+!(R; — R) est de degré (n + 1) au moins, on aboutit 2 une
contradiction. Donc Q = @) et alors R = R;.

5.5.0.2. Définition

Pour un entier n donné, I écriture 5.5.0.1 s'appelle la division suivant les
puissances croissantes de A par B P’ordre n. Dans cette division @ est le
quotient 3 Pordre n et X"t! R le reste A ’'ordre n.

5§.5.03. Exemple

Diviser A = 1 4+ X par B = 1 — X + X2 suivant les puissances croissantes
de X al’ordre 2.

La disposition pratique est la méme que celle de la division euclidienne mais
on écrit les mondmes de A et B par ordre de degré croissant, ce qui explique le
nom donné a cette division.

14X 1-X+ X2
-Bq : -14+X-X?
142X + X2
R 2X — X? a @2 e
-Bg @ —2X +2X*-2X%°
R, X% -2x3
—Bgs : -X2+Xx3-Xx*
Ry -X3 - x*

Donc 1+ X =(1-X +X?) (1 +2X + X?) - X*(1 + X).
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5.6. Fonction polynomes.
Racines d’un polynéme

5.6.1. FONCTIONS POLYNOMES
5.6.1.1. Définition

Soient K un anneau commutatifet P = ap+a1 X + ...+ an X™ un polynome
de K[X]. On appelle fonction polyndme (ou fonction polynomiale) associée

au polynéme P, I’ application P de K dans K, associant a tout x de K I’ élément

15(:0) =a+az+..+a,z".

5.6.1.2. Remarque

11 est essentiel de ne pas confondre le polyndme P = (ao, ai, .., @s,0, ...)
qui est une suite d’éléments de K dont un nombre fini sont non nuls et qui s’écrit,
siX =(0,1,0,...),P =ap+a1 X + ... + a, X", et lafonction polyndme P.La
fonction polyndme associée au polyndme P se note souvent 2 1’aide du méme
symbole P mais cette notation est dangereuse a cause des confusions possibles.

5.6.1.3. Théoréme

KX désignant I ensemble des applications de K dans K, I application ¢ de

K[X] dans KX qui associe @ un polynéme P la fonction polynéme P est un
morphisme d’ anneaux.

Démonstration. On sait (voir I’Exemple 4.1.1.4) que KX est un anneau. Il
faut démontrer que, quels que soient les polyndmes P et @ de K[X], on a

P(P+ Q) = p(P)+ ¢(Q), p(PQ) = ¢(P) p(Q) et p(1) = 1.
Soient P = (ao,al, ...,a,,), Q= (bo, by, ..., by, )

Ona
P+Q= (ao+bo,a1 +b1,...).

©(P + Q) est I’application de KX définie, pour tout z € K, par
(p(P+Q)) (2) = ap + bo+ (a1 + b))z + ... + (ar + b))z’ + ...
ce qui, dans I’anneau K, est égal 2
(do+a1z+...+a;izt +..)+ (bo+ bz + ...+ bzt +..)
= (p(P)) (z) + (¥(Q)) ().
On vérifierait de méme que quel que soit z € K,

(P(PQ)) (z) = (#(P)) (2) - (#(Q)(=)) -
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Les images de tout z € K par ¢(P + Q) et par ¢(P) + ¢(Q) étant égales,
ces deux applications de K ¥ sont égales. On a de méme p(PQ) = ¢(P) ¢(Q).

Enfin, si 1 = (1,0,0, ...) est I’élément unité de K[X] on a, pourtoutz € K,
(#() (=) = L, dob p(1) = 1.

5.6.14. Remarque

I1 faut noter que le morphisme ¢ défini dans le Théoréme 5.6.1.3 n’est pas
nécessairement injectif. Ainsi, si K = Z/3Z, le polyndme P = X3 — X a pour
fonction polyndme associée 1a fonction nulle (c’est le théordme de Fermat) mais
P n’est pas le polyndme nul. Le morphisme ¢ n’est pas surjectif en général car
si K = R, il existe des applications de R dans R (par exemple les fonctions
exponentielles) qui ne sont pas polynomiales.

5.6.2. RACINES D’UN POLYNOME

Désormais et jusqu’a la fin de ce paragraphe, on suppose que K est un corps
commutatif.

5.6.2.1. Définition

Soient P un polynéme de K|[X] et a un élément de K. On dit que a est une
racine ou un zéro de P si P(a) = 0.

5.6.2.2. Théoréme

Soient P € K[X) et a € K. Pour que a soit racine de P, il faut et il suffit
que P soit divisible par X — a.

Démonstration. Si P est divisible par X — a, alors il existe Q € K[X] tel que
P = (X — a) Q; donc d’apres le Théorme 5.6.1.3, pour tout z € K, on a
P(z) = (z — a) Q(). Si en particulier z = a, ona P(a) = 0. Q(a) = 0, donc
a est racine de P.

Réciproquement, supposons que P(a) = 0. Effectuons la division eucli-
dienne de P par X — a. On obtient P = (X — a)@ + R avec deg(R) <
deg(X — a) = 1, donc R est un polynéme constant. En prenant les valeurs des
fonctions polyndmes associées au point z = a, il vient0 = P(a) = 0. Q(a)+ R.
Donc P est divisible par X — a.

5.6.2.3. Définition

Soient P un polyndme de K[X), a un élément de K et < un entier > 1. On
dit que a est racine d’ordre o< (ou de multiplicité <) de P si P est divisible par
(X — a)* sans I'étre par (X — a)*1,
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On dit que I'entier o est la multiplicité ou Pordre de multiplicité de la
racine a.

Une racine d’ordre 1 est dite racine simple, une racine d’ordre 2 est dite
racine double, ezc.

5.6.2.4. Théoréme

Soit P un élément de K[X). Soient a1, a3, ..., ar les r racines distinctes de P
dans K, et x1,02,...,0c, leurs ordres de multiplicité respectifs. Il existe un
polynéme QQ € K[X] qui n’ admet pas de racine dans K tel que

P = (X - a1)°“ (X - az)‘le (X - a,-)°" Q

Démonstration. Pour 1 <i<retl < j < r,aveci # j, les deux polyndmes
(X —a;) et (X — a;) sont premiers entre eux puisque a; # a;. Donc (X — a;)™*
et (X — a;)>/ sont premiers entre eux ; ainsi les polyndmes (X — a;)** pour
1 < i < r sont premiers entre eux deux a deux et divisent P. Il en résulie que P
est divisible par le produit (X — a1 )™ ... (X —a, ) ; il existe donc un polyndme
Qtelque P = (X — a1)™ ... (X — a,)*r Q. D’autre part, si Q admettait la
racine a;, @ serait divisible par (X — a;) et P serait divisible par (X — a;)*:+!,
ce qui est absurde.

5.6.2.5. Remarque

Le théordme ne dit pas que le polyndme ¢ n’admet pas d’autres racines ; il
peut en admettre dans un sur-corps de K. Par exemple, si P = X4 —2X3 — X2 4
4X — 2 est considéré comme polynéme de Q[X],ona P = (X —1)* (X2 -2),
donc Q = X? — 2 et ce n’admet pas de racines dans Q, mais admet v/2 et —v/2
comme racines dans R

5.6.2.6. Corollaire

Tout polynéme P € K[X] non nul de degré n admet au plus n racines
dans K en convenant de compter o fois une racine multiple d ordre . Si P
admet n racines distinctes, elles sont toutes simples.

Démonstration. Soient a;, ..., a, les racines distinctes de P, «;, ..., «, leurs
ordres de multiplicit€.On a

P=(X-a)"..(X—-a)* Q;
comme P # 0,0na @ # 0, donc
deg(P) =1 +...+ x, +deg(Q) avec deg(Q)>0.

On en déduit oc; +...+ o, < deg(P) = n.
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Si P admet n racines distinctes, on a d’aprds ce qui pré-
cdde, 1 +...+ x,< n; or comme ;> 1 pour tout i € {1,..,n},ona
xj ..+ xp> n. Donc o3 +...+ x,> n et par suite oc;= 1 pour tout
i€ {1,..,n}

5.6.2.7. Corollaire

Soit K un corps infini. Alors I application P — P de K[X] dans KX est
injective.

Démonstration. Soient P et @ deux polyndmes de K[X] tels que P = Q. Si
P —Q # 0,soit n le degré de P — Q. Considérons n + 1 €léments distincts de K,
ce qui est possible puisque K est infini. La fonction P — () s’annule pour ces
valeurs ; donc le polyndme P — () admet (n + 1) racines, ce qui est impossible
d’apres le Corollaire 5.6.2.6. Donc P = Q. O

Lorsque K est infini (par exemple, si K = Q, R, ou C) on peut identifier
sans inconvénient un polyndme P 2 la fonction polyndme P qui lui est associée ;
c’est ce que nous ferons désormais lorsque K est Q, R ou C. La valeur P(a)
de P en un point a de K sera donc notée P(a).

5.6.2.8. Définition

On dit qu’un polynéme P de K[X] est scindé sur K si P = 0, ou, dans le
cas contraire, si P est décomposable en un produit de facteurs du premier degré
(distincts ou non) de K[X).

5.7. Etude de C [X]etde R [X]

5.7.1. CORPS ALGEBRIQUEMENT CLOS
5.7.1.1. Définition

On dit qu’ un corps commutatif K est algébriquement clos si tout polynéme
non constant de K[X)| posséde au moins une racine dans K.

Un tel corps est nécessairement infini car si K est fini et posséde n éléments
ai, ..., ay, le polyndme (X — a1) (X — a3) ... (X — a,) + 1 n’a pas de racine
dans K.

5.7.1.2, Théoréme

Soit K un corps commutatif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) K est algébriquement clos.

b) Tout polynéme P non nul de K[X) de degré n > O admet n racines dans K.
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¢) Les seuls polynémes irréductibles de KX sont les polyndmes de degré 1.

Démonstration. a) => b) Supposons K algébriquement clos. Soit P un po-
lyndme de K[X] de degré n > 1. Alors P posséde au moins une racine a;
dans K ; il existe donc un polynéme @, € K[X]tel que P = (X — a;)Q; avec
deg(Q1) = deg(P) — 1 = n — 1, Par récurrence, on voit que

P=(X—-a)) (X —a)...(X —as) Qn
avec deg(Qn) = 0,i.e. @Qn € K, ce qui montre que P admet n racines dans K
et prouve b).
11 est évident que b) —> a), donc a) <= b).

b) = ¢) Supposons la condition b) vérifiée. Soit P un polyndme irréductible
de K[X]. Alors P est de degré n > 1 puisqu’il est non inversible dans K[X];
donc P admet n racines dans K. Par suite, il existe au moins un élément a € K
tel que P soit multiplede X — a. Comme P est irréductible il est proportionnel
A X — a,donc P estde degré 1.

¢) = b) Supposons que tout polyndme irréductible de K[X] est de degré 1.
Soit P un polyndme non nul de K[X]. D’apres le théoreme 5.4.4.9, P admet
une décomposition unique en facteurs irréductibles :

P =)\PX .. P%

P, ..., P, désignant des polynOmes irréductibles normalisés distincts et A une
constante non nulle, Par hypothese, les P; sont des polyndmes de degré 1; donc
P s’écrit

P=XMX —a))® .. (X —a,)*

les a; étant deux A deux distincts. Donc P possede n racines dans K (en comptant
chaque racine avec son ordre de multiplicité) et b) est démontré.

On en déduit immédiatement les corollaires suivants

5.7.1.3. Corollaire

Soit K un corps algébriquement clos. Alors tout polynéme de K|[X] est
scindé sur K.

5.7.14. Corollaire

Soient K un corps algébriquement clos, A et B deux polyndémes de K[X].
alors B divise A si et seulement si toute racine de B, d' ordre , est racine de A
avec un ordre au moins égal a .

Les corps Q et R ne sont pas algébriquement clos car X2 —2 n’a pas de racine
dans Q et X2 + 1 n'a pas de racine dans R

Le théordme suivant, dont la démonstration dépasse de loin le niveau de ce
cours, fournit un exemple important de corps algébriquement clos.
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5.7.1.5. Théoréme (d’Alembert-Gauss)

Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Q et R sont des sous-corps du corps algébriquement clos C. On démontre,
plus généralement (Théoréme de Steinitz) que tout corps commutatif K peut
etre plongé dans un corps commutatif L, algébriquement clos, unique 2 un
isomorphisme pres. L est appelé cloture algébrique de K.

5.7.2. POLYNOMES DE C[X]

Le corps C étant algébriquement clos, tous les résultats du n® précédent
s’appliquent. En particulier le Théoréme 5.6.2.4 peut &tre amélioré si K est un
corps algébriquement clos, donc si K = C.

5.7.2.1. Théoréme

Soit P un élément de C[ X de degré n. Soient ay, ..., a, les racines distinctes
de P,et x1, ..., leurs ordres de multiplicité. On a alors

(57.2.1) P(X)=MX -ay)™ ... (X — a.)*"
on )\ est le coefficient dominant de P. En outre
(5722) o + oz 4.4 Xp=n.

Démonstration. D’apres le Théoréme 5.6.2.4,0na
PX)=(X -a))* ... (X — a,)™ Q(X)

ol Ie polyndme @} n’admet plus a,, ..., @, pour racines ; comme toute racine de Q
est racine de P (Corollaire 5.7.1.4), Q est constant. Le mondme de plus haut
degré dans A(X — a1)™ ... (X — a,)%r est AX*++%r: comme P est de
degré n,onabien oy +...4+ x,= n. "]

Le corps C étant algébriquement clos, les seuls polyndmes irréductibles
de C{X] sont ceux de degré 1. Donc la formule (5.7.2.1) est 1a décomposition de
P en facteurs irréductibles normalisés.

5.7.2.2. Définition

Soit P = ap+a;X +...+an X" un élément de C[X). On appelle polynoéme
conjugué de P,eton note P, le polynéme P = G5 + a1 X + ... + @ X".

On vérifie facilement que si P et @ sont des éléments de C[X] etsi A € C,
ona =
P+Q=P+Q, PQ=PQ, XP=XP, P=P.

Autrement dit, I’application P — P de C[X] dans C[X] (évidemment
bijective) est un automorphisme de I’anneau C[X].

128



POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

On en déduit que le polyndme B divise le polyndme A dans C[X] si, et
seulement si B divise A. En effet, ’égalité A = BQ estéquivalented A = B Q.

5.7.2.3. Théoréme
Soient P un élément de C[X] et a un élément de C. Alors :

a) a est racine d’ordre oc de P si et seulement si @ (conjugé de a) est racine
d’ordre x de P.

b) Si P € R[X], a est racine d’ordre  de P si, et seulement si G est racine
d’ordre < de P.

Démonstration. D’apres la remarque précédente, (X — a)™ divise P si, et
—_— . . =Y .
seulement si, (X —a) = (X — @)* divise P, ce qui prouve a). b) résulte

immédiatement de a) car si P € R[X],ona P = P.

5.7.3. POLYNOMES DE R[X]

Dans ce numéro, nous nous proposons de déterminer tous les polyndmes
irréductibles de R[X].

5.7.3.1. Théoréme

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré un et les
polynémes de degré deux sans racine réelle.

Démonstration. Les polyndmes de degré 1 sont irréductibles (Exemple 5.4.5.3).
De méme, un polyndme P du second degré qui n’a aucune racine réelle est
irréductible dans R[X]. En effet, si P n’était pas irréductible dans R[.X], il aurait
un diviseur de degré 1, donc une racine réelle.

Réciproquement, montrons qu’un polyndme P € R[X] de degré n > 2 n’est
pas irréductible. Si P admet une racine réelle, le résultat est évident. Supposons
que P n’ait aucune racine réelle. Considéré comme élément de C[X], P admet
une racine complexe a. D’aprds le Théoréme 5.7.2.3 b), @ est aussi racine de P;
donc P est divisible par X —a et par X —@. Les deux polyndmes X —aet X —a@
étant premiers entre eux puisque ¢ # @, P est divisiblepar A = (X —a) (X —a)
d’apres le Corollaire 5.4.3.8. Mais

A=X?—-(a+%8 X +aa
est un polyndme 2 coefficients réels puisque

a+@=2Re(a) R et aa=|a?€eR.

donc P n’est pas irréductible.
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5.7.3.2. Corollaire

Tout polynéme P non nul de R[ X de degré n > 1 et de coefficient dominant
by, 8’ écrit, d’une facon unique, sous la forme :

(57.3.1) P=b, [T (X -y J] (X*+piX + ;)P
i=1 ji=1

onlesa; (1 <i<r)lespjetlesq; (1 <j < m)sontdesnombresréels, onles
polynémes X% + p; X + q; vérifient les relations p? —4q; < Oetonles entiers
X1y ey Xpy P, -y B Vérifient la relation :

(5732 i +...4 < 201 + ... + Bm) = n.

Démonstration. Soient ay, ..., a, les racines réelles distinctes de P, o<y, ..., &,
leurs ordres de multiplicité et soient 21,77, ..., Zm, Zm les racines deux & deux
imaginaires conjuguées de P avec les ordres de multiplicité 51, ..., Bm.

D’apres le Théoreéme 5.7.2.1,0n a
P =b,(X=a1)™ ...(X=0,)*" (X =2 (X=2)P ... (X =2 )P (X =Z7)Pm

et oy +...4 o, +2(,31 + ... +,3m) =n.
D’autre part, pour1 < j < m,ona

(X =) (X =%)P = (X +p; X +¢;)”

avec z; +Z;=-p; €ER, zjZF=¢; €R et p}—4¢; <0.

On en déduit la formule (5.7.3.1) appelée décomposition de Gauss du po-
lyn6éme P.

L'unicité de cette décomposition résulte du fait que les facteurs
X —ai(l <i<r)etX?+p;X +¢; (1 <j < m) sont irréductibles et
normalisés.

5.7.4. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES
RACINES D°UN POLYNOME

On sait que si P = aX? + bX + c est un polyndme de C[X] et si z; et z3
sont les racines de P, alors

b c
1ty =—— € T1T3=-—.
a a

Nous nous proposons de généraliser ces relations entre les coefficients et
les racines d’un polyndme du second degré au cas d’un polyndme de degré n
quelconque.
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5.7.4.1. Théoréme

Soit P = anX™ 4+ an_1 X"} + ... + ao un élément de C[X| de degré
n > 1. Soient z,, ..., z,, les n racines distinctes ou non de P. Soient a1, ...,0,
les fonctions symétriques élémentaires des racines :

=Za:,-=zl+...+:c,,,
i

0y = E z;x; = 0122 + 2123 + ... + Tn-1Tn,
i<y

o3 = E TizjTp = 212223 + 212224 + ... + Tp_2Tp_12n,
i<j<k

Ap—1 Ap_2 Qn—k ag
o= - :n , Uz:——";ﬂ—, vy O = (— 1)’c nn vy Un:(—l)"-a—

Démonstration. D’apres le Théoréme 5.7.2.1, on peut écrire :

P=a, (X —=z1)...(X —zp).

Développons et ordonnons le produit (X — z1) ... (X — z,) suivant les
puissances décroissantes de X . On obtient

P=ag,(X" o1 X" ' 4+ X" 24+ .+ (=)o X" 4 .+ (-1)" o).

En égalant les coefficients de X™~* (0 < k < n) dans les deux expressions
de P, il vient a,_; = (—1)* o} a,,d’od les formules annoncées.

5.8. Dérivation des polynomes

Dans ce paragraphe, nous allons définir une notion algébrique de dérivée qui
coincide avec la notion de dérivée des fonctions polyndmes dans R. On suppose
que ’anneau K est de caractéristique O.

5.8.1. DERIVEE D’UN POLYNOME
5.8.1.1. Définition
Soit K un anneau commutatif et P = a, X" + a1 X" 1+ ...+ ao un

polynéme de K[X). On appelle polyndme dérivé de P le polynéme P' € K[X]
défini par :

131



COURS D' ALGEBRE

(5.8.1.1) P =na, X" '+ (n-1) ay1 X" 2+ ... 420X +a;.
En particulier, si P est une constante, P’ est le polyndme nul.

Si deg(P) = n, c’est-2-dire si a, # 0, na, # O si la caractéristique de K
est nulle ou ne divise par n. Par suite, si la caractéristique de K est nulle, on a
deg(P’) = deg(P) — 1.

5.8.1.2. Théoréme
Soient P et Q deux éléments de K[X], A € K et nunentier >0.0na
(P+Q)Y =P +Q, (AP)Y =P
(PQ) =P'Q+PQ, (P*) =nP'P.

Démonstration. Soient
P=anX"+an 1 X™ '+ ... +a, am#0
Q:prP+b,,_1XP“ +...+bo, b #0,

deux polyndmes de K[X]. Supposons p < m; pour p < k < m, by est nul.
Donc

P+Q=)_ (ar+b) X*.
k=0

Prenons les dérivées des polyndmes P, Qet P+ Q:

m ) 4 m
P'=) KaX*', Q=) kbiX* ', (P+Q) =) k(ap+be) X*'.
k=1 k=1 k=1

Par suite,on a
(P+Q)=P+Q".

On montrerait de méme que pour tout A € K, ona:
(AP) = AP'.
Pour démontrer la troisieme formule, supposons d’abord que P et () soient
des mondmes :
P=)AX?P Q=pX?, ANuck.
En écartant le cas trivial p = O et ¢ = 0,0on a
(PQ) = (AuXP*1) = (p+ g)AuXPH,

P'Q+ PQ' = pAuXP¥e™! 4 gApXPH™! = (p + g) AuXP*71 = (PQY.
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La propriété est donc vraie dans ce cas.

n m
Soient alors P = Z a, X et@ = Z b X* deux polyndmes de K[X].
r=0 ° k=0

PQ=)"> ab X" X"
r k
D’oly, d’apres ce qui précede :
PQY = Y D abi(XX¥Y =3 ab (X7)X* + X7(X*))
r k r k

= > ra, X' BX* 4+ XY kX' = P'Q+ PQ.
r k r k

Ona:

D’apres la troisiéme formule, le polyndme dérivé de P? est 2P’ P. Par récur-
rence sur n, on voit facilement que (P")' = nP*~1P’,

5.8.1.3. Définition

Soient P € K[X] et n un entier. On définit le polyndme dérivé d’ordre n
de P par récurrence en posant P() = (P(*=1)’,

On pose par convention, P(® = P,

5.8.2. FORMULE DE TAYLOR

On suppose maintenant que K est un corps commutatif de caractéristique O.

5.8.2.1. Théoréme

Soient P un polynéme de K[X) de degrén > 1,et aunélémentde K.Ona
(formule de Taylor) :

(X —a)

P = P@)+(X-a)P(@)+..+ T prg)

(X -4

(5.8.2.1) .
—— P™(a)

+...+
on P*)(a) désigne lavaleur au point a de lafonction associée au polynéme P¥).

Démonstration. Soit
P=ag+aX+..+a, X", a,#0.

Pour simplifier I'écriture, nous noterons encore P la fonction polyndme P
associée A P.
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Nous allons démontrer 1a formule (5.8.2.1), d’abord lorsque ¢ = 0. On a
P(O) = ap
P =a+20X + ...+ na, X" = P'(0) = a

P®) =k(k-1)..321a,4 ...+ n(n—-1)...(n— K +1)a, X"7¥,
d’ot P*)(0) = K ! ay,

PM =n(n-1)..32.1a, = P™0)=n!a,.
On en déduit

1 1
a=P(0), a=P(0), o=z P"0), .. a=PY0),
1 n
S n = P®)(0).
En remplagant les a; (0 < i < n) par ces expressions, on obtient la formule

x* _, X+ D G
P= P(O)+XP(0)+ P(0)+ +7c—'-P (O)+"'+FP (0)
appelée formule de Mac-Laurm.
Avec les notations précédentes, posons
Q(Y)= P(Y +a).

On a d’apres la formule de Mac-Laurin,
Y* Y=
Q=QO)+YQO) +..+ ol Q™) + ... + — Q™ (0).

Comme
QY)=PY +a)=ar+a(Y +a)+ ...+ ag(Y +a)f + ... + a. (Y +a)",
ona

Q(0) = P(a), Q'(0) = P'(a), ..., Q¥(0) = P®)(a), ..., Q1) (0) = P(")(a).

On en déduit la formule de Taylor

(5822) P(Y+a)=P(a)+YP'(a)+.. .|. o p(k)(a)+ +_ P(")(a)
ou,enposantY 4+ a = X,

(X

__)_P(k)( )+ +(X

P = P(a)+(X—a)P'(a)+...+ o —)— PM(g). D

La formule de Taylor va nous permettre d’obtenir une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un élément ¢ de K soit une racine d’ordre & d’un polyndme.
Démontrons d’abord un Lemme.
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5.8.2.2. Lemme

Soient P un élément de K[X)], a un élément de K et k un entier > 2. Alors,
si a est racine d’ordre k de P, a est racine d'ordre k — 1 de P'.

Démonstration. Si a est racine d’ordre k de P, il existe un polyndme Q de K[X]
tel que

P=(X—-a)}Q avec Q(a)#0.
Donc
P=k(X-a*"'Q+X-a)f @ =(X-a)f ' H

ol H =kQ+ (X —a)Q'.Ona H(a) = kQ(a) #£0,car @(a) #0etk-1#0
dans K puisque K est de caractéristique 0. Donc a est bien racine d’ordre k — 1
de P’.

5.8.2.3. Théoréme

Soient K un corps de caractéristique 0, P un polynéme de K[X),a € K et
k un entier > 1. Pour que a soit racine d'ordre k de P, il faut et il suffit que :

(5823) P(a)=0, P'(a)=0, .., P¥(a)=0, PH)a)#0.

Démonstration. Si ¢ est racine d’ordre k& de P, d’apres le Lemme 5.8.2.2, a
est racine d’ordre k — 1,k —2,...,1 de P’, P”, ..., P(*~1) respectivement et
P(¥)(a) # 0. Les relations (5.8.2.3) sont donc vérifiées.

Réciproquement, si les relations (5.8.2.3) sont vérifiées, le degré n de P
est> k.

La formule de Taylor donne:

P®a) X -—a

(X —ay°
TR CFSY

—k
P gy 4 . 4 — P(")(a)]

P = (X—-a) [

= (X -a)*Q
avec Q(a) = % P(*)(a) # 0. Donc a est racine d’ordre k de P.

5.9. Polynomes a plusieurs indéterminées

Nous allons définir les polyndmes 2 plusieurs indéterminées en nous inspirant
du cas d’une indéterminée. Nous ne ferons pas une étude détaillée des propriéiés
de I’anneau des polyndmes a plusieurs indéterminées mais nous invitons le lec-
teur inéressé 2 le faire lui-m&me (c’est tres instructif). Les notions fondamentales
seront exposées dans le cas de deux indéterminées.

135



COURS D' ALGEBRE

59.1. DEFINITIONS GENERALES
59.1.1. Définition

Soit K un anneau commutatif. On appelle polynéme a deux indéterminées
a coefficients dans K, toute suite double (ai;j)i>0,j>0 &’ éléments de K dont
seuls un nombre fini de termes sont non nuls.

On note
P = (a, a10, @01,...) ou P= (a;j);zo,jzo.

Les a;; sont appelés coefficients du polyndme P ; ago s’appelle le terme cons-
tant.

L’ensemble des polyndmes 2 deux indéterminées 2 coefficients dans 1’anneau
commutatif K se note K[X,Y].

Soient P = (a;;) et Q@ = (b;;) deux polyndmes de K[X,Y]. On définit 1a
somme et le produitde P et @ par les formules :

(59.1.1) (aij + bi5) = (a,-j) + (bi;)
(aij) (bi) = (cij)

ol

(5912) Cij = z a.-:j:b,-uju.

"I+l'll="
i'+i'=j

On vérifie facilement que ’on définit bien ainsi sur X'[X, Y] une structure
d’anneau commutatif (intégre si K est intdgre).

On dit que deux polyndmes P = (a;;) et @ = (b;;) sont égaux si on a
a;; = bi; pour tout élément (¢, j) de IN x N On identifie X 2 un sous-anneau de
K[X, Y], en identifiant tout élément a € K au polyndme (a;;) tel que agp = a
eta;; =0sit>1ouj>1.

Soit X (resp. Y) le polyndbme dont tous les coefficients sont nuls sauf a;g
(resp. ap;) qui est égal A 1. En raisonnant comme dans le cas de K[X], on vérifie
facilement que tout polyndme P = (a;;)i>0,j >0 8’écrit de fagon unique sous la
forme: o
(5.9.1.3) P = Z ai; X'Y*.

i>0
i20

On dit que X et Y sont les indéterminées et que P est un polyndme en X
etY.

On définirait de m&me I'anneau K [Xi, X3, ..., X,,] des polyndmes A n in-
déterminées X, Xs, ..., X, & coefficients dans K. Un élément de cet anneau

§’écrit ) )
S ey i, XX
(Gr,.-in )N
ol un nombre fini de coefficients a;, .. ;, sont non nuls.
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59.2. ISOMORPHISME CANONIQUE DE K[X] [Y]
SUR K[X,Y]

Soit K un anneau commutatif. A = K[X] est un anneau commutatif. Pour
tout polyndme P € A[Y],ona

P=)" PY’
j

avec P; € K[X], I'ensemble des indices j tels que P; # O étant fini. Posons,
pour tout indice j:

P = E aini, oll a;; € K.
i

Alors

Q= Z (E aini) Y/ = E a;inYj
J i iJ

estun élément de K [X, Y'].On peut donc associera P 1I'élément Q = E a; X'Y7
ij
de K[X,Y].

5.9.2.1. Théoréme

L' application P «— Q est un isomorphisme de A[Y] sur K[X,Y].

Démonstration. Notons ¢ 1’application qui fait correspondre & P 1'élément Q).
Elle est surjective car les coefficients a;; de ¢ (P) = Q = Z a;; X*Y? sont
i,J
arbitraires.
Montrons qu’elle est injective.
Soit A=) AjY'avecA; =) o X';ona
J i

p(A) =B =) oij XY, 8ip(A) = ¢(P), ona a;; =cc;; quels que
i,J
soient i et j, donc A; = P; quel que soit j ; par suite A = P et ¢ est injective.

On verrait de méme qu’il existe un isomorphisme de K [X 1) X ,._1] [Xn]
sur K [X1, ..., Xn-1, Xn).
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5.9.3. DEGRE D’UN POLYNOME A DEUX INDETERMINEES
5.9.3.1. Définition

Soit P = Z aij X*Y? un polyndme de K[X,Y]. On appelle degré partiel
de P par rapl;grt Q X, le degré de P considéré comme élément de K[Y) [X],
c’est-Q-dire le plus grand des entiers i tels que a;; # 0.

Ce degré partiel se note deg x (P). On a les inégalités suivantes :

degy (P + Q) < sup (degx (P), degx(Q))
degx (P - Q) < degx (P) + degx(Q)
cette dernire inégalité étant une égalité si K est intdgre.
On définit de meéme le degré particl de P par rapporta Y.
Onadegy(P)= —ocosi P =0.

On appelle degré total, ou simplement degré de P, et on note deg(P), le
plus grand des entiers ¢ + j pour tout les couples (3, j) tels que a;; # 0.

Si P,Q € K[X,Y],on a aussi les inégalités :
deg(P + Q) < sup (deg(P), deg(Q))
deg(P - Q) < deg(P) + deg(Q).
Siparexemple P = X%+ X2Y?,degy (P) = 4,degy (P) = 3,etdeg(P) =
5.
On dit que le polyndbme P = E a;; X'Y? est homogene de degré d si

’1]
a;; = O pour i + j # d. Autrement dit, P est homogene de degré d si chacun
des mondmes qu’il contient est de degré total d.

En regroupant ensemble, dans I’expression de P = Z a;; X'Y7 les termes
%)

pour lesquels 7+ j a une valeur donnée, on voit que tout polyndéme P € K[X,Y]
de degré total d s’écrit d’une manidre unique sous la forme

(59.3.1) P=Py+P +..+Py

oil chaque polyndme P, est homogene de degré r et ot Py # 0. On dit que P,
est la composante homogéne de degré r de P.

Toutes les notions qui viennent d’étre définies se généralisent aisément au
cas de n indéterminées.

5.9.4. FONCTIONS POLYNOMES

Nous traitons comme précédemment le cas de deux indéterminées X et Y,
la généralisation étant facile 2 faire.
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59.4.1. Définition

Soit P = E a;jX‘Y‘ un polynéme de K[X,Y]. On appelle fonction
i.J
polyndome de deux variables associée au polynéme P, application P de K x K
dans K, associant a tout élément (z,y) de K x K, I'élément Z aijz'y .
%)
On démontre, comme dans le cas de K[X], que quels que soient les poly-
nomes P et Q de K[X,Y]etI’élément A € K,ona

P+Q)=P+Q, (P°Q) =P-Q, (AP)=)P.

On démontre également que si K est un anneau intgre infini, 1’application
qui 2 un polyndéme P de K[X,Y] fait correspondre la fonction polyndme P
est un isomorphisme de K[X, Y] sur I’anneau des fonctions polyndmes 2 deux
variables sur K. Ceci permet d’identifier un polyndme P € K[X, Y] 2lafonction
polyndme P qui lui est associée lorsque K = Q,Rou C.

Toutes ces considérations se généralisent sans peine au cas de n indéterminées
Xty Xae

5.9.5. DERIVATION PARTIELLE DES POLYNOMES
5.9.5.1. Définition

Soient K un anneau commutatif et P un polynéme de K[X,Y]. On appelle
polynéme dérivé partiel de P par rapport a l'indéterminée X (resp. Y'), et on

o0xX
comme élément de K[Y] [X] (resp. K[X] [Y].

Si K = R, on retrouve les dérivées partielles définies en analyse. On a des
regles de calcul analogues & celles qui ont été établies au paragraphe 5.8 dans le
cas d’une indéterminée.

Si P =) ai;;X*Y’ est un polynome de K[X,Y],ona

note Py (tesp. Py) ou _B_P (resp. 2—5) le polynéme dérivé de P considéré

Pxy = Pyx.
1l suffit de vérifier cette formule lorsque P = X*Y7. Dans ce cas, on a:
Pyy = (iXP1Y9), = XLyl = i xi-lyd
Pyx = (X'jYi-1) = iXi~lYi-! = ijxi-lyi-1,

Cette remarque permet de calculer les dérivées partielles successives de P
sans se préoccuper de 1’ordre des dérivations.

On note P)(rff;,ﬁ,) le polyndme obtenu en dérivant o fois par rapporta X et 3
fois par rapporta Y.
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5.9.5.2. Théoréme (Formule d’Euler)

Soient K un corps de caractéristique 0, et P un élément de K[X,Y). Pour
que P soit homogeéne de degré n, il faut et il suffit que X Py + Y Py, = nP.

Démonstration. Supposons P homogene de degré n. P s’écrit donc

n
P= Z a; XY™ E.

i=0

Alors:

n n
XPy +YPy =) ig;X'Y" " + 3 (n—i) a; XY = nP.
1=0 i=0

Réciproquement, supposons qu’on ait

XPy +YP} =nP.

Nous savons que tout polyndme P de K[X, Y] s’écrit de fagon unique sous
la forme P = E P; ol chaque P; est homogene de degré :. Alors d’apres la

i
premilre partie, on a

nP=XPx+YPy =) (X(PYx+Y(P)y)=) iP.

D’ol

Y aPi= Z iP;.

i

En vertu de I'unicité de la décomposition d’un polyndme en somme de
polyndmes homogenes, nous obtenons (n — i) P; = 0 pour touti; donc F; =0
pour i # n, puisque K est de caractéristique 0. Donc P = P, est homogene de
degré n.

5.9.5.3. Théoréme (Formule de Taylor)

Soient K un corps de caractéristique 0, a et b des éléments de K, et P un
élément de K[X,Y).Ona

1

o PY¢H) (a,b) (X — a) (Y - Y.

(59.5.1) PX,Y)= Y.

i0,j0

Démonstration. Notons d’abord que 5.9.5.1 a un sens car la somme du second
membre est finie puisque les dérivées P(*+9) sont nulles pour i + j assez grand.
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D’autre part, tout élément de K[X,Y] est somme d’éléments de la forme
AX —a)" (Y —b)’, 00 A € K, et od r et s sont dans IN. En effet, pour un
mondme X*Y?,on a

X*YP = (X —a)+a)* (Y -0+ b)ﬁ .
La formule du bindme donne
« |4
X*YP =) Cka*H(X —a)f ) CROTI(Y - b)Y,
k=0 ¢=0

expression que 1’on peut toujours écrire sous la forme indiquée.

Par linéarité, il suffit donc de démontrer (5.9.5.1) lorsque P(X,Y) =
(X —a)™(Y - b)".

Ona

P§H) (a,b) = 0 pour (5, 5) # (m, n) et Pgap (a,b) = m!n!

Le second membre de (5.9.5.1) se réduit donc 2
(X —a)™ (Y — b)", d’ott le théordme.

m! n!

mln!

Fractions rationnelles

Soit K un corps commutatif. Nous savons que I’ensemble K[X) des po-
lynémes a une indéterminée a coefficients dans K est un anneau commutatif
intégre dans lequel les seuls éléments inversibles sont les polynémes de degré 0.
K[X] n’est donc pas un corps, mais on peut construire le corps des fractions de
K{X] (cf. Chapitre4, §4.5, n° 4.5.3).

Ce corps §'appelle le corps des fractions rationnelles & une indéter-
minée a coefficients dans K. On le note K(X).

5.10. Définition du corps des fractions
rationnelles

Nous allons rappeler dans ce paragraphe les principales étapes de 1a construc-
tion du corps K (X)) des fractions rationnelles A une indéterminée a coefficients
dans K.
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5.10.1. FRACTIONS RATIONNELLES

On pose comme d’habitude K[X]* = K[X] — {0}.

e K(X) est1’ensemble quotient de K[X] x K[X]* par larelation d’équiva-
lence R :
(A, B)R(Al , Bl) <= AB, = AB.

Une fraction rationnelle F de K(X) est donc une classe d’équivalence re-
présentée par un couple (A, B) d’élément de K [X] dans lequel B # 0; un autre
couple (4;, B;) représente la meéme fraction rationnelle F si, et seulement si
AB; = A|B.

|

Si (A, B) est un représentant quelconque de F', on convient d’écrire F' =

=

ou F = AB~'; on dit que A est le numérateur et que B est le dénominateur

de la fraction rationnelle F'.
e Dans K[X] x K[X]*, on d¢finit 'addition et 1a multiplication en posant :
(A,B)+(C,D)=(AD + BC,BD)
(4,B)-(C,D) = (AC,BD).

Les deux lois de K(X) sont les lois quotients et on les note aussi, + et -;
alors le triplet (K (X),+, ) est un corps commutatif. L’élément neutre pour
I’addition est la fraction rationnelle nulle 0 qui est la classe des couples
(0, B) tels que B # 0.L’élément neutre pour la multiplication, appelée fraction

rationnelle unité, et notée 1, est la classe des couples (B, B) avec B # 0. Pour
lamultiplication,l’inverse de la fraction rationnelle non nulle ', classe de (A, B)

1
avec A # 0 et B # O est la fraction rationnelle notée Va3

L’application qui, a2 A € K[X], associe 1a fraction rationnelle dont un repré-
sentant est le couple (4, 1), est un morphisme injectif de I’anneau K [X] dans
I'anneau K (X). On peut donc identifier K'[X] au sous-anneau de K(X) cons-
titué par les fractions rationnelles dont les représentants sont de 1a forme (A, 1).

5.10.1.1. Définition
Soit F € K(X)—{0}. Onappelle représentant irréductible de F ou forme

irréductible de F' toute représentation de F sous la forme %, ou A et B sont

des éléments de K[X|] premiers entre eux.

Montrons que toute fraction rationnelle admet une forme irréductible.

5.10.1.2. Théoréme
Soit F un élément de K(X) — {0}. Alors :

a) F posséde des représentants irréductibles.
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b) Si (A, B) est un représentant irréductible de F, les autres représentants
irréductibles de F sont de la forme (AA, AB), ou A € K*, et les représentants
de F sont de la forme (AC, BC),on C € K[X]*.

Démonstration. a) Soit (A4, B) un représentant de F'. Par hypothese,ona A # 0
et B#0. Soit D le PGCD de Aet B.Ona A= A;D et B= B, D, avec

A A
PGCD (A1, By) = 1, B; # 0 puisque B n’est pas nul. Par suite 5= —B;l =F
1

A .
et gl est bien un représentant irréductible de F'.
1

b) Soit (A, B) un représentant irréductible de F et soit (A1, By ) un autre repré-
sentant irréductible de F'. On a AB; = A; B. Donc B divise A B et est premier
avec A; d’apres le Théoréme de Gauss, B divise B;. De m&me B, divise B.
Ainsi, il existe C € K[X]tel que By = BC. Comme I’anneau K [X] est int2gre
et puisque B # 0, I’égalité AB, = A, B qui s’écrit A1 B = ABC, montre que
A; = AC. On a ensuite By = BC. De plus, PG.C.D. (4;, B;) = C, d’o
PG.C.D. (A1, B1) = 1sietseulement si C € K*. Si (A, B) est un représen-
tant irréductible de F, il est clair que, pour tout C € K[X]*, (AC, BC) est un
représentant de F'.

Notation. Par abus de langage, nous dirons et nous noterons :

A
°3 la fraction rationnelle dont un représentant est le couple (A, B).

A A
* 5= Fl si (A, B) et (A1, By ) représentent la méme fraction rationnelle.
1

A
e La fraction irréductible 3 au lieu de la fraction de représentant irréduc-
tible (A, B).

A
e Si B divise A, A = B(Q). La fraction B sera donc identifiée au polyndme ().

Les opérations dans K (X) s’expriment par
A _C_AD+BC
B ' D~ BD

4 .C_ A0
B'DTBD

B

5.10.1.3. Théoréme

. A
Soit F € K(X) — {0}. §i g estun représentant quelconque de F, I’ entier

deg(A) — deg(B) ne dépend que de F. On I'appelle le degré de la fraction
rationnelle F, et on le note deg(F).

Démonstration. Soient en effet % et % deux représentants de F. On a
1
AB; = A; B, donc
deg(A) + deg(B:) = deg( A1) + deg(B).

143



COURS D' ALGEBRE

Comme deg(B) et deg( B ) sontdes ¢léments de Npuisque B # Oet B; # 0,
on en déduit

deg(A) — deg(B) = deg(A1) — deg(B1).

Comme pour les polyndmes, on convient de poser deg(0) = —oo.

5.10.14. Théoré¢me

Si 4 et ¢ sont des éléments non nuls de K(X),ona:

B D
A C A C
deg (—E + 5) < sup (deg (—§> , deg (5))

A C A C
deg (E . —D—) = deg (—B—> + deg (B) .

La vérification est immédiate et est laissée au lecteur.

5.10.2. FONCTION RATIONNELLE

Soit K un corps commutatif. Nous allons associer A toute fraction rationnelle
sur K une fonction de K dans K, comme cela a été fait pour les polyndmes
(voir § 5.6).

5.10.2.1. Définition

P
Soit F = — unefraction rationnelle de K (X) écrite sous forme irréductible.

On appelle pole de F toute racine de son dénominateur. On dit que a € K est
un pole d’ordre oc de F' si a est un zéro d’ ordre « de Q.

Toute racine de multiplicité k du polynéme P est dite racine d’ordre k de F.

5.10.2.2. Remarque

P P
Si 6 et Q—l sont deux formes irréductibles de F, P et P, sont associés et

1
ont donc les mémes zéros; de méme @ et (), étant associés ont les mé&mes
racines. Les notions de pdle et de racine sont donc indépendantes du représentant
irréductible choisi. Mais il est indispensable, dans la définition précédente, de

prendre un représentant irréductible; ainsi +1 n’est pas un pdle de la fraction
3

i lle ———.
rationnelle XZ 1
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5.10.2.3. Définition

P
Soit F une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible —. On appelle

domaine de définition de F', et on note Dp, le complémentaire dans K de
I’ensemble des pbles de F'.

On appelle fonction rationnelle associée a F, I’ application Fde Dr dans K

définie par F‘(z) QE ; pourtout z € Dp.

. - . . P P
Cette définition est justifiée par le fait que si 5 et Z?i sont deux représentants
1

P(z) _ A=) =
irréductibles de F, et F' ne dépend donc pas du représentant
0@ T ) P pas CLTEP

irréductible choisi.

5.10.24. Définition

Soient F et G deuxfractions rationnelles sur K ,de domaines de définition Dr
et D¢ respectivement. On définit les applications F + G et F - Gde Dy N D¢
dans K en posant :

(F+ G)(z) = F(z)+ G(z)
(F-G)(z) = F(z) - G(x)

pourtoutz € Dp N Dg.
5.10.2.5. Théoréme

Soient K un corps commutatif infini, et F et G deux fractions rationnelles
sur K telles que F(z) = G(z) pour tout ¢ € Dy N Dg. Alors F = G.
P P
Démonstration. Soient — et — des représentants irréductibles de F' et G

Q 1
respectivement, Pour toutz € Dp N Dg,0ona —= P(a:) Pl(z).
Q) Q=)

P(z) Qi(z) - Q(z) Ai(z) =0

Autrement dit la fonction polyndme associée au polynbme PQ, — @ P, de
K[X] s’annule en tout point de I’ensemble Dr N D¢ qui est infini puisque le
nombre de pOles est fini. Ainsi le polyndbme PQ; — QP; s’annule pour une
infinité de valeurs, donc (Corollaire 5.6.2.6), PQ; — QP, = 0,ie. F = G.
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5.11. Décomposition d’une fraction
rationnelle en éléments simples

5.11.1. THEOREMES GENERAUX
511.1.1., Lemme

Soit F un élément de K(X). Il existe un unique polynéme E tel que I'on ait
F = E + R o R est une fraction rationnelle de degré strictement négatif. On
dit que E est la partie entitre de F'.

Démonstration. Soit é un représentant quelconque de F. Comme B # 0, on
peut effectuer 1a division euclidienne de A par B. On obtient

A= EB+ Davec D =0ou deg(D) < deg(B).

Si D =0, F = E + 0 et I’existence est établie. Sinon, on a
A EB+D D
B-—B 'tm
D
Posons R = 7 ona deg(R) < 0.

L’écriture est unique car si F et E; sont des polyndmestelsque F = E+ R =
E1 + Ry avec deg(R) < Oetdeg(R;) < O,ona

deg (F — E) + (E1 — F)) < sup (deg(F — E), deg(Ey — F)) .

On en déduit deg(E) — E) < 0,d’ot By = E.

5.11.1.2. Lemme

P
Soit F = m une fraction rationnelle, ou les polyndmes @, ..., Qn
12 ... Wn
sont premiers entre eux deux a deux et deg(P) < deg(Q1Q2 ... Qx). Il existe

une famille et une seule de polynéme P;, 1 < i < n, tels que

QIQZP o= 2 3: dcg(g><o pourtout i€ {1,..,n}.

i=1

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n.

a) Existence d’une décomposition lorsque Q = Q1 Q- :

Q1 et @z étant deux polyndmes premiers entre eux, il existe, d’apres le Théoréme
de Bezout, deux polyndmes R; et R tels que RpQ1 + R1Q2 = 1, soit P =
(PR2)Q1 + (PR1)Q:.
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On en déduit
P PRy PR

6@ @ T

D’apres le Lemme 5.11.1.1, il existe des polynbmes Ey, Pi, E,, P tels que:

P
PRy E P PRy 2

P P
E:‘ +a, Qz E2+Q—, dcg(Q)<0 deg(Q2)<0

D’ol

P P, Pz P P
T 2 0.
Qg - Dthtg g, e (Q:) <0, deg (Qz) <

On en déduit deg (g + _g_z) < 0, donc E; + E; est la partie entidre de
1

. Comme cette partie entitre est nulle d’apres I’hypothese sur les degrés

P
Q2
de P et Q1 Q)3, on a finalement

P _hH B b
00 Qg d°g(Q1)<° o d°g<Q2><°'

b) Unicité de la décomposition dans le cas de Q@ = Q1Q>:

Supposons qu’on ait trouvé deux couples (P, P,) et (P, P;) de polyndmes
vérifiant les conditions du théoréme.

On obtient par différence :

P —-P P —-P
L2 2 ou QP - P)=Qi(P - P).
9} Q2

Le polyndme (), est premier avec @ et il divise Qi1(P; — P);
d’apres le Théortme de Gauss, Q. divise Pj—P. Or deg(P,—P) <
sup (deg(Py), deg(P2)) < deg(Q2), donc P; — P, = 0. @, n’étant pas nul et
K[X] étant integre, on a P, — P{ = 0, d’o I’unicité de la décomposition.

¢) Existence et unicité dans le cas général :

Raisonnons par récurrence sur n, le résultat étant vrai pour n = 2. Supposons
le résultat démontré pour (n—1) facteurs et soit @ = 1 Qs ... @, unproduitde n
polynOmes premiers entre eux deux 2 deux. @; étant premier avec @3, ..., @,
est premier avec le produit Q2Qs ... @,. En appliquant la premi&re partie de la
démonstration, on conclut qu’il existe un couple unique (P, R;) de polyndmes
vérifiant deg(Py) < deg(Q1), deg(R1) < deg(Qa ... @) ettels que:

P_A,_ R
Q Q1 @QQs..Q.
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Appliquons alors I’hypothese de récurrence 2 la fraction rationnelle ﬁ ;
2 ...
on obtient d’une manitre et d’une seule, n — 1 polyndmes P, ..., P, tels que :ﬂ
P P B P,
— ==t = 4.+
Q & @ @n

avec deg(P;) < deg(Q;) pourtout i € {1, ..., n} ce qui acheve la preuve.

5.11.1.3. Lemme

P
Soit F = o n € N', une fractionrationnelle telle que deg(P) < deg(Q").

1l existe une famille unique de polynémes Py, Ps, ..., P, telle que :

n P. .
F= Z T et deg(P;) < deg(Q) pourtouti € {1,...,n}.
i=1

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur 1’entier n.

Le lemme est évident si n = 1. Supposons-le démontré jusqu’al’ordre n — 1
et démontrons-le & I’ordre n.,

Effectuons la division euclidienne de P par @ : il existe des polyndmes B
et P, dans K[X] tels que

P = QB + P, avec deg(P,) < deg(Q).

P B P,
Alors @ = F + @
Cette décomposition est unique a cause de 1’unicité de la division euclidienne
dans K[X]. Comme on a, d'aprds le Théordme 5.10.1.4,

n

B _ —_
Qn—l - Qr
deg(B) < deg(Q"~!). On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence a

B
Qn—l ’

ce qui achdve la démonstration du lemme.

5.11.1.4. Définition

A
Toute fraction rationnelle de la forme ——, on B est un polynéme irréductible

de K[X], oc un entier supérieur ou égal & 1 et ont deg(A) < deg(B), s’appelle
un élément simple.

Le résultat fondamental de ce paragraphe est le théoréme suivant qui s’obtient
en utilisant les lemmes précédents.
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5.11.1.5. Théoréme

Soit F une fraction rationnelle de K(X) écrite sous sa forme irréductible
P
=, Q étant un polyndme de degré au moins égal a 1. Si Q = MA<BP .. LY

est la décomposition de Q) en facteurs irréductibles, il existe une famille unique
E Ay, ..., Ax, Bi,...,Bg, ..., L1, ..., Ly de polynémes de K[X] tels que
P A A Ax

o=E+ZtE Tt

B, B Bg
+—+§2-+ +ﬁ
L

L I L

etdeg(A;) < deg(A), deg(B;) < deg(B), ...,deg(L;) < deg(L) pour tout i.

Calculer ces polyndmes c'est décomposer la fraction rationnelle F' en
éléments simples.

Démonstration. Puisque les polyndmes A, B, ..., L sont premiers entre eux
deux 2 deux il en est de méme de A<, B? . L" D'apres les lemmes 5.11.1.1
et 5.11.1.2, il existe une famille unique de polynOmes E,Cy,...,C,tels que

P Ci C,

—=F —_ it 4
o= Et A=t -+

avec deg (%) <0,..,deg (%) < 0. Il suffit maintenant d’appliquer le

1

Lemme 5.11.1.3 & chacun des termes —, ...,
Ax Ly

annoncée.

—Z pour obtenir la décomposition

5.11.2. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES D’UNE
FRACTION RATIONNELLE SUR C

Nous savons que les polyndmes irréductibles de C[X] sont de la forme X —a,
ol a € C. Le Théortme 5.11.1.5 se simplifie de la mani2re suivante :

5.11.2.1. Théoréme

Soit F une fraction rationnelle de C(X) écrite sousforme irréductible L telle

quedeg(@Q) > 1.Si Q(X) = MX — a1)™ ... (X — a,)*~ est la décomposition
de Q en facteurs irréductibles, il existe un polyndme unique E et une unique
famille de scalaires (b;;)1<i<n,1<j<u; tels que :

F= E+Z (Z (X—a.)J)

i=1
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Démonstration. Les polyndmes A, B, ..., L du Théoreme 5.11.1.5 sont ici
(X — a1), (X — a3),...,(X — a,); comme ces polyndmes sont du premier
degré, les polyndmes A;, B; ... Ly de la théorie générale, qui vérifient
deg(A;) < deg(A), sont des constantes.

5.11.2.2. Définition
3 )
Zay s'appelle la

o
. - b;
Les notations étant celles du Théoréme 5.11.2.1, Z; (T—
partie polaire (ou partie principale) de F relative au pdle a;.

Méthode pratique de calcul des b;;

Etant donné une fraction rationnelle F' de C(X), le Théoréme 5.11.2.1 af-
firme 1’existence et I'unicité de la décomposition en éléments simples de F'. La
partie entiére (qui est non nulle si et seulement si deg(F') > 0) s’obtient en ef-
fectuant la division euclidienne du numérateur de F par son dénominateur. Nous
supposerons dans la suite que cette opération a été faite et nous ne considérons
Pplus que des fractions rationnelles de degré strictement négatif.

a) Partie polaire relative a un pole multiple:
. P(X)
Soit F(X) = 32—
= F—apem
strictement négatif admettant a pour pdle d’ordre k (on a donc P(a) # 0 et
Q(a) #0).
D’apres le Théoréme 5.11.2.1, 1a décomposition de F' s’écrit :

b by b Pi(X)
la +(X—a,)2+'"+(X—ka)k + QI(X)'

une fraction rationnelle de C(X) de degré

F(X) =%

D’ol
P(X) = (bx + bk—1(X —a) + ... + b1 (X — a)f 1) Q(X)+(X —a)* P (X).

Prenons alors le polyndbme X — a = Y comme nouvelle indéterminée ; on
obtient

P@a+Y)=(bx +be1Y + ...+ 61 Y* ) Qa+Y) + Y*P(a + 7).

La partie polaire relative au pole a apparait ainsi comme le quotient de la
division suivant les puissances croissantes de P(a +Y') par Q(a + Y) 2 I’ordre
k—1.

b) Partie polaire relative & un pole simple :

. P . . . .
Si re} est une fraction rationnelle irréductible de C(X') admettant le nombre

a pour pOle simple, la partie polaire de cette fraction rationnelle relative au pble
P(a) 1

Q(a) X-a’
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En posant Q(X) = (X — a) @1(X), on a une décomposition de la forme

P(X) _ A + R(X)
(X—a)ui(X)  X-a Q(X)

avec Q1(a) # 0.

Multiplions les deux membres par X — a puis faisons X = a; on obtient

_ Pl
© Qi)

De I’égalité Q(X) = (X — a) @1(X), on obtient en prenant les polyndmes
dérivés, Q' (X) = (X—a) @1 (X)+Q1(X).D’od Q'(a) = Qi(a)et A = —QI%.
5.11.2.3. Exemple

Décomposer la fraction rationnelle F(X) = ! 3 en €lé-

X(X+1D)(X-1)
ments simples sur C.

Le degré du numérateur étant strictement inférieur a celui du dénominateur,
1a partie entitre de la décomposition est nulle,

La décomposition est de 1a forme :

A+ B + a + b 4 c
X TX+41 X1 T (X-1p  X-1)p

F(X) =

Multiplions les deux membres de cette égalité par X puis faisons X = 0;il
vient A = —1.

En multipliant de méme les deux membres de 1’égalité par X + 1 puis faisant
X = -1, nous obtenons B = %

Pour obtenir la partie principale relative au pdle triple 1, nous posons
Y=X-1Dod F(1+Y) =

(R+3Y +Y2)y¥

Ladivisionde 1 par 2+3Y + Y2 suivant les puissances croissantes A 1’ordre 2
donne:

1= (243Y +Y?) (%-§Y+%Y2)+Y3 (—18—5—%1/),

soitenrevanta F(14+Y):

1 1 3 7 _L_ 7Ty
=-2 -4 . 8, 8 8
(2+3Y+Y2) Y3 Y3 Y2 Y 243Y+4Y?
et en revant enfin 3 X,
F(X) = 1 3 7 -71X-1

AX 17 4X -1 T8X-D XX+
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La décomposition cherchée est donc
1 1 7 3 1
FX) =3+ sx+n Tex - ax—ig Tax—1p

5.11.3. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES
D’UNE FRACTION RATIONNELLE SUR R

Dans R[X], les polynomes irréductibies sont les polyndmes du premier degré
et ceux du second degré A discriminant négatif. Le Théor&me 5.11.1.5 prend alors
1a forme suivante:

5.11.3.1. Théoréme

Soit F unefractionrationnelledeR(X ) admettantunreprésentantirréductible

g tel que deg(Q) > 1.

n m
SiQ(X) = ,\H (X — a))™ H (X2 4+ p; X + q;)" est la décomposi-
i=] j=1
tion de () en polynémes irréductibles, il existe un polynéme unique E et des
familles uniques de nombres réels (Aij)i<i<ni<i<o; (Bkr)i<k<m,1<r<p, €t
(Cir )1<k<m,1<r<p, tels que:

i i Ber+Ckr
e (Z <x—a>f)+2(,§ )

5.11.3.2. Définition

Dans la décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle

de R(X), une fraction de la forme s’appelle un élément simple de

Bir X + Cir
(X2 +pe X + qi)

(X)

premiere espece, une fraction de la forme

s'appelle un

élément simple de deuxiéme espece.

Méthode pratique de décomposition

a) Pour la recherche de la partie entitre et les €léments simples de premigre
espece, tout ce qui a été dit au n° 5.11.2 reste valable.

b) Pour les €léments simples de deuxi®me espce, les méthodes suivantes peuvent
&tre utilisées:

e On écrit la décomposition de F' 2 I'aide de coefficients indéterminés et
on détermine ces coefficients par des considérations numériques particulidres ;
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I’examen de la parité de la fraction rationnelle considérée peut simplifier les
calculs.

e On utilise la décomposition dans C(X) puis en regroupant les parties
polaires relatives aux pdles conjugués, on obtient la décomposition dans R(X).

¢ Si F'n’admet que deux pdles complexes conjugués, on procede par divisions
successives.

Pour conclure ce chapitre, examinons quelques exemples qui mettent en
ceuvre les méthodes qui viennent d’étre expliquées.

5.11.3.3. Exemple

Décomposer la fraction rationnelle F'(X) = XZ=1) 1( XT 1) en élé-

ments simples sur R

OnaP=1,Q = (X?-1) (X% +1)?,; deg(P) < deg(Q), donc la partie
entiere est nulle. F' s’écrit
A B aX +b cX +d
F(X)= .
K =xatxrit e T @iy

Nous remarquons que F* est paire, c’est-a-dire F(—X) = F(X).

Comme
_ A B —aX+b —cX+d
FeX = x3 " x+1 T xR
I'unicité de 1a décomposition nous permet d’affirmer que B = —A, a = —a,
c=—c,donca=c=0.

Pour déterminer A, multiplions les deux membres par X — 1 et aprés simpli-
1
fication, donnons 3 X la valeur 1; nous trouvons A = 3 On utilise une méthode

analogue pour déterminer d ; on trouve d = —%.

Il ne reste plus qu’un coefficient inconnu;; il suffit de donner & X une valeur
particulidre, par exemple O, pour obtenir b = — 41
La décomposition cherchée est donc

1 1 1 1 1
(XZ-1)(X*+1)2 8(X—1) B8(X+1) aX2+1) 2(XZ+12

5.11.3.4. Exemple

X
X+ (X2+1)

Décomposer la fraction rationnelle F(X) = en éléments

simples sur R.

153



COURS D' ALGEBRE

La partie entigre étant nulle, 1a décomposition sur C est de 1a forme

A B c
FX) =vatxatx—

Pour obtenir A4, on multiplieles deux membres de cette égalités par X +1 puis

-1 1+1¢ 1-
onfaitX:—l,d’oﬁAzT.OnobtientdememeBz :l,Cz 42,
ce qui donne
-1 141 1—-12
FX) = sy taxsn Yax =9

En regroupant les parties polaires relatives aux pdles conjugués et en réduisant
au méme dénominateur, nous obtenons la décomposition sur R :

1+ )X =)+ =) (X +9)
2(X+1) 4(X2+1)

-1 X+1
WX +1) 2 F D)

F(X)

5.11.3.5. Exemple

Y+ X3+
Décomposer la fraction rationnelle ()—(XT{-T;;_)a
surR

La partie entitre est nulle. Le dénominateur admet deux racines complexes
conjuguées.

en éléments simples

La division euclidienne du numérateur par X2 + X + 1 donne:
2X4 4+ X1 =X+ X+1) 22X - X -1)+2X +2,

d’ol
2X4+ X341 2X*-X -1 2X +2

X+ X+1P  (C+X+12  (C+ X417

La division euclidienne du quotient2X2 — X — 1 par X2 + X + 1 s’écrit:
2X2 - X -1=2(X2+ X +1)-3X - 3.

2X2-X-1 _ 2 4 -3X -3
(X2+X 412 X2+X+1 (X4 X+1)?
La décomposition cherchée est donc:

On en déduit:

2X4 4+ X3 +1 2 -3X -3 2X +2

X+ X+1P X+ X+1 T B+ XTI B+ X0

154



Chapitre 6 : ESPACES
VECTORIELS

La notion d’espace vectoriel est I'une des notions les plus importantes en
mathématiques et dans les applications des mathématiques aux autres sciences.
En physique et dans les sciences de I'ingénieur, les espaces vectoriels constituent
unoutil indispensable pour représenter certaines quantités : forces, vitesses, état
d’un systéme en mécanique quantique, etc.

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion abstraite d’ espace vectoriel
puis nous étudierons les principales conséquences des axiomes définissant la
structure d’'espace vectoriel. Dans tout ce qui suit, K désignera toujours un
corps commutatif.

6.1. Définition d’un espace vectoriel

6.1.1. DEFINITIONS
6.1.1.1. Définition

Soient E un groupe commutatif noté additivement, et K un corps commutatif.
On dit que F est un espace vectoriel sur K ou un K-espace vectoriel, s’il existe
une loi externe, de domaine K , associant & tout élément (A, z) de K x ET' élément
de E noté X - x ou Az avec les propriétés suivantes :

A-(z+y) = A-z+Ar-y

A+p)-z = Az+p -z

A(p-z) = (Ap)-z
l-z2 = =

quels que soient z,y € E et A, u € K, 1 désignant I' élément unité du corps K.

Les éléments de E s’appellent les vecteurs; ceux de K s’appellent les
scalaires. Nous désignerons en général les vecteurs par des lettres latines minus-
cules, et les scalaires par des lettres grecques minuscules. On parlera d’espace
vectoriel réel si K = R, d’espace vectoriel complexe si K = C.

L’élément neutre du groupe ( E, +) est noté O ou simplement O et est appelé
le vecteur nul ou I'origine de E. Si E = {0}, on dit que E est un espace
vectoriel nul.
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6.1.1.2, Remarque

Si au lieu de prendre un corps K, on prend un anneau A (non commutatif),
on dit que E, muni des deux lois de composition précédentes est un module a
gauche sur I’anneau A ou encore un A-module & gauche (1’ordre d’écriture Az
pour le produit externe de (A, z) € K x FE doit &tre respecté).

On définit de méme un A-module a droite. C’est un ensemble E sur lequel
on a défini:

a) une loi de groupe abélien, notée (z,y) — z + y;

b) une application (z,A) — z - A de E x A dans E, vérifiant les propriétés
suivantes :

(z+y)- A = z-A+y-A

z-(A+p) = z-A+z-p

(z-X)-p = z-(An)
z:1 = =z

quels que soient z,y € Fet A\, u € A.

Si A est un anneau commutatif, ces deux notions de module a gauche et de
module 2 droite coincident. On dit que F est un A-module.

6.1.2. REGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE VECTORIEL

L’opposé du vecteur z dans le groupe (E, +) est noté —z; la somme du
vecteur z et de 1’opposé du vecteur y est notée z — y et est appelée différence
dezety.

a)Ona
(6.1.2.1) Mz —y) =2z -y

quels que soientz,y € Fet A € K.

En effet,
Mz—y)+dy=A[(z—y)+y] = I=.

D’oi 1a formule (6.1.2.1) Si dans cette formule, on fait ¢ = y, il vient

A-0=0
pour tout A € K.
b)Ona
(6.1.2.2) (A—p)z = Az — pz

quelsquesoientz € Eet A, u € K.
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En effet,
A=pz+pz=[A—p)+p|z=)z.

On en déduit 1a formule (6.1.2.2). En faisant A = p dans cette formule, on
obtient
0-z=0

pour tout vecteur z.
¢) Quel que soit z € E et quel que soit A € K,ona
(6.1.2.3) (=XN)z = A(—z) = —(Az).
On a en effet

Az+ A(—z)=Mz—2)=A2-0=0

et
Az+(-Nz=(A+(=-2)z=(2-XNz=0-z=0.
d) Pour tout z € E et pourtout A € K,
A2=0&=)2=00uz=0.

D’apresb)etc),onar-0=0-z=0.
Réciproquement, supposons que A - z = Oet A # 0. Alors A~! existe etona
Alaz)=a"1.0=0.
Or
AMAz)=(A Nz =1z =g,
donc z = 0.

6.1.3. EXEMPLE D’ESPACES VECTORIELS
6.1.3.1. Exemple

L’ensemble E des vecteurs libres du plan (ou de I’espace) de la géomé-
trie élémentaire est un espace vectoriel réel pour les lois de composition

(171,{72) —sVi+ Vs de E x E dans Eet (/\,17) — AV deR x E dans E.
Cet exemple est a I’origine de I’étude abstraite des espaces vectoriels.

6.1.3.2. Exemple

Soient K un corps commutatif et K’ un sous-corps de K. Muni de 1a loi de
groupe abélien et de 1a loi externe (A, ) — A - ude K’ x K dans K, K estun
K'-espace vectoriel. Si on prend en particulier K’ = K, on voitque tout corps K
estun espace vectoriel sur lui-méme, la loi externe étant 1a multiplication interne.
Ainsi R est un espace vectoriel réel. C est un espace vectoriel réel ou complexe.
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6.1.3.3. Exemple

Soit E un espace vectoriel sur K et soit K’ un sous-corps de K. En con-
sidérant la restriction de 1’opération externe de K x E A K’ x E, on obtient
une structure d’espace vectoriel sur le corps K’. Ainsi, tout C-espace vectoriel
est aussi un R-espace vectoriel. Ce procédé est appelé restriction du corps des
scalaires. Le procédé inverse, appelé extension du corps des scalaires ne sera
pas exposé dans ce cours.

6.1.3.4. Exemple

Soient E, E,, ..., E,, nespaces vectoriels sur le m&me corps K. Nous allons
munir I’ensemble produit £ x 5 x ... X E, d’une structure d’espace vectoriel
sur K. Pour cela, si (z1,%2,...,Zn) € By X By X ... X Eq, (41,42, .--,Yn) €
E, x By x..x E,et A € K, posons:

(1:1,:!22, teey z"‘l) + (yl Y2, yn) = (131 +y,.Znt yn)
Az1, 22, ..oy ) = (Az1, AZ2, ..oy AZ,).
On vérifie facilement qu’on obtient ainsi une structure de K-espace vectoriel.

On dit que E; x E; x ... x E, est ’espace vectoriel produit des n espaces
El; Ez) sy En-

Si en particulier £y = E; = ... = E, = FE, on obtient le K-espace
vectoriel E™. Par exemple K™, n > 2, est un espace vectoriel sur K puisque K
est un espace vectoriel sur lui-méme.

6.1.3.5. Exemple

Soient X un ensemble quelconque F' un K-espace vectoriel et soit £ 1’en-
semble de toutes les applications f : X — F.

Si f,g € Eet A € K,définissons f + g et Af en posant
(f + 9)(z) = f(z) + 9(=)
(A=) = M(z)
pourtoutz € X.

On vérifie facilement que E est un K-espace vectoriel lorsqu’on le munit des
deux lois de composition (f, g) — f + g et (A, f) — Af ainsi définies.

6.1.3.6. Exemple

L’ensemble E des fonctions réelles continues d’une variable réelle, muni des
lois de composition définies dans I’Exemple 6.1.3.5 est un espace vectoriel réel.
On démontre en effet dans le cours d’analyse que si f et ¢ sont partout continues
etsi A € R, alors f + g et Af sont continues partout, donc sont dans E.
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De méme I’ensemble des fonctions réelles d’une variable réelle, dérivables
en un point zp € R (ou dérivables en tout point) est un espace vectoriel réel.

6.1.3.7. Exemple

Soit K un corps commutatif. L’ensemble K [X] des polyndmes 4 une indé-
terminée X, & coefficients dans K, est un K-espace vectoriel lorsqu’on le munit
de I’addition des polyndémes: (P, Q) — P + @ et de la multiplication par un
scalaire (A, P) — A - P, définies au Chapitre 5.

6.2. Sous-espaces vectoriels

6.2.1. DEFINITIONS. EXEMPLES
6.2.1.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une partie F' de E est un sous-
espace vectoriel ou simplement un sous-espace de E (en abrégé: s.e. v.) si F’
Vérifie les conditions suivantes :

a) F' n’est pas vide.

b) Les relations ¢ € F et y € F entrainent Az + py € F quels que soient
AMp€EK.

Faisons A = 1 et 4 = —1 dans la condition b) ; alors les relations z € F
et y € F impliquent z — y € F'; donc, puisque F' # @, F est un sous-groupe
du groupe additif E. Si dans la condition b) on fait maintenant x = 0, on voit
que les relations £ € F et A € K entrainent Az € F. On peut donc définir une
application (A, z) — Az de K x F dans F et F, muni des lois induites par les
lois (z,y) — z + y et (A, 2) — Az est un K-espace vectoriel, ce qui justifie
la locution « sous-espace vectoriel ».

6.2.1.2. Exemple
Soit E un K-espace vectoriel. Les parties {0} et E sont des sous-espaces

vectoriels de F, dits triviaux. Tout sous-espace différent de ces deux sous-
espaces est dit propre.

6.2.1.3. Exemple
Soit n € N L’ensemble K,[X] des polyndmes A une indéterminée X, A

coefficients dans le corps commutatif K, de degré < n, est un sous-espace
vectoriel de K[X].
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En effet, quels que soient les polyndmes P et @ et les scalaires A et 4, on a
deg (AP + pQ) < sup (deg(P), deg(Q)) -

Donc si deg(P) < n et deg(Q) < n, alors deg(AP + pQ) < n; par suite
K,[X] est bien un sous-espace vectoriel de K [X].

6.2.14. Exemple

L’ensemble C(I, C) des fonctions continues sur un intervalle I de 1a droite
réelle et A valeurs complexes, est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel
F(I,C) de toutes les fonctions définies sur I et & valeurs complexes.

De m&me I’ensemble D(I, C) des fonctions dérivables sur I et A valeurs
complexes est un sous-espace vectoriel de (I, €).

6.2.1.5. Exemple

Soit E un K-espace vectoriel et soit £ un vecteur non nul de E. L'en-
semble K x des vecteurs de 1a forme Az, oll A € K, est un sous-espace vectoriel
de E. On I’appelle la droite vectorielle engendrée par z.

6.2.1.6. Exemple

Soit E un K-espace vectoriel et soient z et y deux vecteurs de E tels que
z # 0ety ¢ Kz. L'ensemble des vecteurs de la forme Az + py,od A, pu € K,
est un sous-espace vectoriel de E. On I’appelle le plan vectoriel engendré par z
ety.

6.2.2. INTERSECTION DE SOUS-ESPACES VECTORIELS.
SOUS-ESPACE ENGENDRE PAR UNE PARTIE D°UN
ESPACE VECTORIEL

6.2.2.1. Théoréme

Soit (F;)icr une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vecto-
riel E. Alors F = ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.
i€l
Démonstration. Les F; étant des sous-groupes du groupe additif E,ona0 € F;
pourtout: € I;donc 0 € F et F # @. Soient z et y des ¢léments de F'; alors
pour tout i € I, z et y appartiennent & F;. Donc quels que soient les scalaires A

et pde K, Az + py € F; puisque F; est un sous-espace vectoriel de E. Par suite
Az 4 py € F et F est bien un sous-espace vectoriel de E.

On notera que la réunion d’une famille de sous-espaces n’est pas toujours
un sous-espace (considérer par exemple deux droites distinctes dans le plan).
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Mais si la réunion de deux sous-espaces quelconques de la famille est toujours
contenue dans un élément de la famille, alors cette réunion est un sous-espace
vectoriel.

Soit A une partic d’un K-espace vectoriel E. Il existe des sous-espaces
vectoriels de E contenant A (par exemple E'lui-mé&me). L'intersection de tous ces
sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-espace vectoriel (pour I’inclusion)
contenant A. On ’appelle le sous-espace vectoriel engendré par A et on le note
Vect(A).

Si Vect(A) = E, on dit que A est une partie génératrice de E.

6.2.3. ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS

Soit E un espace vectoriel sur le corps K et soit F' un sous-espace vectoriel
de E. Larelation
z=y(mod F)<=z—y€F
est une relation d’équivalence sur £ (2 vérifier !) compatible avec 1aloi de groupe
de F, c’est-a-dire:

z=yetz’' =y (mod F)= z+z' = y+y (mod F).
Dans 1’ensemble quotient, noté E'/ F', des classes d’équivalence ¥ = z + F'
modulo F', définissons une loi interne en posant
T+y=z+y.
Cette loi confere 2 E/F une structure de groupe abélien (voir le Théoreme
3.4.2.3).

Posons de plus
AT = Az

quels que soient T € E/F et A € K.

Cette définition sera justifiée si nous montrons que la classe obtenue ne
dépend que de 7 et de A et non du représentant = choisi. Soient donc z et y deux
représentants d’'uneméme classe;onaz—y € F.Alors A(z—y) = Az—Ay € F
puisque F' est un sous-espace vectoriel de E. On a donc bien Az = Ay (mod F),
c’est-a-dire Az = Ay.

On vérifie facilement que E/F, muni de ces deux lois, est un K-espace
vectoriel. On I’appelle 1'espace vectoriel quotient de E par F'.

6.2.4. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Nous avons observé que la réunion de deux sous-espaces vectoriels d’un
K-espace vectoriel E n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de E. On
est donc amené 2 introduire une autre opération: la somme d’une famille de
sous-espaces vectoriels.
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6.2.4.1. Définition

Soit E, ..., E, une famille finie de sous-espaces vectoriels d’'un K-espace
vectoriel E. On appelle somme des sous-espaces E, ..., Ey,, et on note 1 +

n
o+ En,ou Z E;, I'ensemble des éléments x de E qui sont de la forme

i=1

z=21+..+z5002y € Ey,...,z, € E,.

Plus généralement, si (E;)icr est une famille de sous-espaces vectoriels

de E, on appelle somme des sous-espaces E; et on note E E;, I'ensemble des
iel
sommes finies de la forme Z z; o J est une partie finie de I et o pour tout
ieJ
ieJ,z; € E;.

6.2.4.2. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel et E,...,E, (n > 2), n sous-espaces
vectoriels de E. La somme E; + ... + E, est le sous-espace vectoriel engendré
par EyUE,U...UE,.

Démonstration. Montrons d’abord que S = E) + ... + E,, est un sous-espace
vectoriel de E.

Il est clair que 0 € S donc S # @. Soient x et y deux €léments de S; ona:
r=z1+...+2Zpty=y1 +...+ Yn

avecz; € F;ety; € E; (1 <i<n).
Quels que soient les scalaires A et p,

Az + py = (Az1 + py) + .. + (Azn + pyn)

Chaque E; étant un sous-espace vectoriel, Az; + py; € E; pour tout indice
i€{1,..,n}.Donc Az + puy € S et S est bien un sous-espace vectoriel de E.

Montrons maintenant que S est le plus petit sous-espace vectoriel de E (an
sens de 1’inclusion) contenant la réunion £ U ... U E,,.

Soitz; € E;;onaz; =0+4+..4+40+2;+0+4+ ...+ 0donc E; C S pour
tout ¢ et par suite
ElU..-UEn CS

De plus, si F' est un sous-espace vectoriel de E contenant £y U ... U E,,, alors
pourtouti € {1,...,n},z; € E; = z; € F,donc z; + ...+ z,, € F puisque F’
est un sous-espace vectoriel de E, et par suite S C F.

Ainsi, S est le plus petit sous-espace vectoriel de £ contenant Ey U...U E,,.
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Siz = 2z + ... + =, est un vecteur de E; + ... + E,, il n’est pas dit que
les vecteurs zy, ..., 2, sont uniques. Nous sommes ainsi conduits 4 examiner les
conditions pour que la décomposition soit unique.

Conservons les notations précédentes. Tout élément z de Ey + ... + £, s’écrit
sous la forme

(6.2.4.1) =z + ...+ z, avec z; € E; pour tout :.
Considérons 1’application f : Ey x ... x B, — E définie par

(6.24.2) f(z1y- . zn) =21+ ..+ Zn.

f est un homomorphisme de groupes abéliens et par définition de 1a somme
n n
Z Ei,onalm(f) = Z E;.
i=1 i=l
e Si Ker(f) # {0}, c’est-2-dire si f n’est pas injectif, il existe un élément
(y1,..,Ys) nonnul de Ey x ... x E, tel que 4 + ... + y, = 0. Alors on peut
écrire
z=(z1+wn)+ ...+ (zn + yn) avec z; + y; € E; pour tout i,
ce qui montre que la décomposition (6.2.4.1) n’est pas unique.

e SiKer(f) = {0} c’est-a-dire si f est injectif, et si £ admet une autre décompoi-
tion
z =z} + ...+ z;, avec z} € E; pour tout £,

on a par soustraction:
(z1 — 1)+ (z2—23) + ... + (zp — 2,) =0,
d’ol (z1 — z{, z2 — 2}, ..., zn — z},) € Ker(f) = {0}.

Par suite 2y = z{, 23 = 23,...,Z, = Z, ettout z € Ey + ... + E, s’6crit
de maniere unique sous la forme z = z;, + ... + z, avec z; € E; pour tout
ie{l,..,n}

Ces remarques nous am&nent 2 poser la définition suivante :

6.2.4.3. Définition

Soit (E;)1<i<n une famille finie de sous-espaces d’un K-espace vectoriel E.
Ondit que les E; sontlinéairement indépendants si I’ application f est injective.
On dit alors que la somme E) + ... + E, est directe eton écrit E; @ ... ® E,,.

On a le théor2me suivant :

6.2.44. Théoréme

Soit Ey, ..., Ey, une famille finie de sous-espaces d’ un K-espace vectoriel E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les sous-espaces F,, ..., E,, sont linéairement indépendants.
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b) E; nz E; = {0} pourtouti e I ={1,...,n}.

J#s
Démonstration. a) —> b) Fixons un entier i € I et soit 2 € E; N Z E;.
J#i
On peut écrire = sous 1a forme z = Z zj, avec ; € E; pour j # 4. Soit
J#
¥ = (41, yn) 'élément de Ey x ... x E, telque y; = z et y; = —z; Si

j # i. f désignant I’application définie par (6.2.4.2), on a f(1,...,yn) = O.
Donc y = 0,d’ol z = 0 et b) est démontré.

b) = a) Supposons la condition b) vérifiée et soit z = (zy, ..., z,) un lément
de Ey x ... x Eqtelque f(zy,...,2,) = 21 + 22+ ... + &, = 0. Fixons un entier

t€l.Onaxz; = E (—z;). Comme z; € E; et E (—z;) € Z E;,
Jel,j#i JEI j#i i#i

on obtient z; = 0; ceci étant vrai pour tout ¢ € I, on a £ = 0, c’est-a-dire

Ker(f) = {0}. o

6.24.5. Corollaire
Soit E un K-espace vectoriel et soient E) et E, deux sous-espaces vectoriels
de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) E, et E, sont linéairement indépendants.
b) E; N E; = {0}.

6.2.4.6. Définition

On dit que deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E sont
supplémentaires dans E s’ils sont linéairement indépendantsi.e.si E = E| @
E;.

D’apres ce qui précdde, Fy et E; sont supplémentaires dans E si et seulement
sSiE=FE\+FE,etE\NEy= {0}

6.2.4.7. Remarques

a) Un sous-espace vectoriel donné peut admettre plusieurs sous-espaces supplé-
mentaires. Ainsi si £ = R?, considérons les sous-espaces

Ey = {(2,0) : z €R}
E, ={(0,z) : x €R}
E;={(z,z) :z€R}
On vérifie facilement que E; et E3 sont des sous-espaces supplémentaires
de E; dans E.

b) On démontre que tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E admet
(au moins) un sous-espace supplémentaire. Nous démontrerons ce résultat dans
le cas des espaces vectoriels de dimension finie (voir le Théor2dme 8.1.3.1).
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6.2.4.8. Exemple

Soit F I’espace vectoriel formé par les fonctions réelles d’une variable réelle.
Soient E) I’ensemble des fonctions paires et E, 1’ensemble des fonctions im-
paires. Alors E; et E, sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.
En effet, pour toute fonction f, f(x) s’écrit de manitre unique sous la forme:
f(z) = h(z) + g(z), ob

[&) =12 ¢,

we) = LD ¢ e gy =

6.2.4.9. Exemple

Soient E) et F, deux espaces vectoriels sur le méme corps K et soit
E = E), x E; P’espace vectoriel produit (voir I’Exemple 6.1.3.4). On peut
considérer E) et E; comme des sous-espaces de E de la fagon suivante: on
identifie I'élément z, de E; etI’élément (x;,0) de E'; de méme Az; et (Az;,0)
seront identifiés pour tout A € K.

Pour F5, on aurait de méme
z3 = (0,22), Azy=(0,Az;) pourtoutd € K.

Si (21, z2) € E,on peutécrire (21, 22) = (z1,0) + (0, z2) avec (z1,0) € E;
et (0, :L'z) € Eb.Donc E = E\ + E;.

D’autre part, si (21, 22) € E1 N Ej, alors larelation (21, 23) € F1, entraine
z; = 0 et la relation (z;,z3) € E entraine 1 = 0; donc (z;,z2) = Oet
par suite By N E; = {0}. Par conséquent, E; et E, sont deux sous-espaces
supplémentaires dans E.

6.3. Familles génératrices. Familles libres.
Bases

6.3.1. FAMILLES GENERATRICES

Si E est un K-espace vectoriel, on appelle systéme de vecteurs ou famille
finie de vecteurs de E, toute partie finie de E.

6.3.1.1. Définition

Soient E un K -espace vectoriel et {z,, ..., z,} une famille finie de n vecteurs
de E. On appelle combinaison linéaire de z1, ..., z,, tout vecteur r € E de la

forme :
z=AM21+ ...+ A2y

oil Ay, ..., Ap sont des scalaires appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Plus généralement, soit A une partie d’un K -espace vectoriel E. On appelle
combinaison linéaire des éléments de A tout vecteur z € E possédant la
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propriété suivante : il existe un entier naturel n, une famille z,, ...,z de n
vecteurs de A et une famille A\, ..., A, de n scalaires de K tels que

z=Mz1+ ...+ Az

6.3.1.2. Exemple

Dans K™(n > 2), considérons les n vecteurs
e1 =(1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),..., e, =(0,..,0,1)
Tout vecteur z = (A, ..., An) de I’espace vectoriel K™ est combinaison
linéaire de 1a famille {ey, ..., 5} car
Ay An) = (M1,0,..,0)+ (0,22, ...,0)+ ... + (0, ..., Ap)
= Ael1+ e+ ...+ Anen.

Cette notion de combinaison linéaire va nous permettre de caractériser le
sous-espace vectoriel engendré par une partie A d’un espace vectoriel E.

6.3.1.3. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E. Alors, le
sous-espace vectoriel engendré par A est I’ ensemble des combinaisons linéaires
des éléments de A.

Démonstration. Notons A’ 1’ensemble des combinaisons linéaires des éléments
de Asiz€e A.ona0 =z -z € A, donc A’ # @. Soient
z=Mz1+...+Azpety=y1 + ... + mYm
deux vecteurs de A’.
Alors pour tous scalaires A et p de K,
Az +py = Az + o+ Az, F s + o Bl Ym

est une combinaison linéaire des vecteurs zi,...,2n, ¥1,...,Ym de A. Donc
Az + py € A’ et par suite A’ est un sous-espace vectoriel de E. En outre,
AC A carpourtoutz € A,z =1-z € A'.

Soit F le sous-espace vectoriel engendré par A. F' étant le plus petit sous-
espace vectoriel contenant A, on a F' C A’. Comme F est un sous-espace
vectoriel contenant A, F' contient toutes les combinaisons linéaires des éléments
de A;donc A’ C F etparsuite FF = A’.

6.3.1.4. Corollaire
Soient E un K-espace vectoriel, z, ...,z des vecteurs de E. Le sous-

espace vectoriel engendré par z,, ..., &, est I'ensemble des combinaisons li-
néaires des x;.
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En particulier, pour tout vecteur non nul x € E, le sous-espace engendré
par z est la droite vectorielle Kz = {Az : A\ € K}.

6.3.1.5. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que les vecteurs z., ..., £, de E forment
un systeme de générateurs (ou une famille génératrice de E) si le sous-espace
vectoriel engendré par 1, ...,z est égal @ E, c’est-a-dire si pour tout x de E,
il existe des scalaires Ay, ..., A tels que £ = A2y + ... + AnZn.

On dit que E est de dimension finie, s’il existe dans E une famille finie de
générateurs de E. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

6.3.2. FAMILLES LIBRES
6.3.2.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que les vecteurs z,, ..., &, de E sont
linéairement indépendants, ou que la famille {z1, ..., z,,} est libre si la relation

M1+ ...+ Az, =0

entraine MM=h=..=A,=0.

On dit que les vecteurs z,, ..., z,, sont linéairement dépendants, ou que la
famille {z, ..., z,} est liée s’ il existe des scalaires )y, ..., A, non tous nuls tels
que

Mz + ...+ Az, = 0.
6.3.2.2. Remarques

a) Toute sous-famille d’une famille libre est une famille libre.
b) Les éléments d’une famille libre sont non nuls.

¢) Toute sur-famille d’une famille liée est une famille liée. Ces assertions résultent
immédiatement des définitions.

6.3.2.3. Exemple

Dans 1’espace vectoriel K", les n vecteurs ey, ..., e, de ’'Exemple 6.3.1.2
sont linéairement indépendants car 1a relation

Ateg + ...+ Anen, =0entraine Ay = ... = X, =0.
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6.3.24. Exemple

Soient E' un K-espace vectoriel, ¢ € E. Alors {z} est libre si et seulement
si z # 0. En effet, si la famille {«} n’est pas libre, il existe un scalaire A non nul
tel que Az = 0; A étant inversible dans K (car A # 0),ona

) =0=(A""Nz=1-z==z.

Réciproquement, si = 0,ona 1 -z = 0 et la famille {z} n’est pas libre.

6.3.2.5. Exemple

Dans 1’espace vectoriel R?, les vecteurs z; = (1,0,0), z» = (0,1,0) et
z3 = (1,1, 0) sont linéairement dépendants car

1+ —23=0.

6.3.2.6. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel et 1, ..., z,, des vecteurs de E. Alors pour
que la famille {z,, ..., x,} soit liée, il faut et il suffit que I'un des vecteurs z; soit
combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Supposons que la famille {z;, ..., z,,} soit liée; alors il existe
des scalaires Ap, ..., A, non tous nuls tels que

A1z + ...+ Anz, = 0.

Si par exemple A; # 0, on peut écrire

donc z; est combinaisons linéaire de z», ..., z,.

Réciproquement, si par exemple z; =op £ + ...+ x, Z, avec
o3, ..., xn€ K,0na

-z +(—o)zz+ ...+ (— xp)zn =0

ce qui montre que la famille {z,,...,z,} est liée puisque le coefficient de z;
est 1, donc non nul.

6.3.3. BASES D’UN ESPACE VECTORIEL

Nous venons d’étudier deux classes importantes de vecteurs d’un espace
vectoriel : les familles génératrices et les familles libres. Les familles qui sont 2
la fois génératrices et libres vont jouer un role fondamental dans toute la suite du
cours.
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6.3.3.1. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille {e1, ..., e, } de vecteurs
de E est une base de E si les vecteurs ey, ..., e,, sont linéairement indépendants
et engendrent E,

Le résultat suivant caractérise les bases de E.

6.3.3.2. Théoré¢me

Soient ey, ..., en des vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Pour que la famille
{e1, ..., en } soit une base de E, il faut et il suffit que tout vecteur ¢ € E s’ exprime
de facon unique comme combinaison linéaire des e;.

Démonstration. Supposons que la famille {e;, ..., e, } soit une base de E. Alors
tout vecteur € E est combinaison linéaire des e; ; il existe donc des scalaires
AL, .- A tels que
T = /\161 4+ ..+ /\,.e,,.
S’il existe des scalaires yy, ..., 4, tels qu’on ait aussi
= e+ ...+ pnen
alors par soustraction, on obtient (A — p1)er + ...+ (An — tn)en =0.
Comme la famille {ey, ..., e, } est libre,on a
/\1—/11 =...=/\n—/,l,n=0
c’est-a-dire A\; = pi, ..., Ap = Un. La décomposition de z est bien unique.
Réciproquement supposons que tout vecteur de E s’écrit de fagon unique
comme combinaison linéaire de ey, ..., e, ; 1a famille {e;, ..., e, } est donc géné-

ratrice. Montrons qu’elle est libre. Par hypothese, le vecteur nul s’écrit de fagon

unique sous la forme
O-e1+..40-¢, =0.

Alors la relation Arer + ...+ Ape, =0,
montre que A; = Ay = ... = A, = 0, d’oll le résultat.

6.3.3.3. Définition

Soient E un K-espace vectoriel et (ey,...,e,) une base de E. Pour tout
vecteur x € E, il existe un famille unique {\y, ..., \p} de scalaires telle que

z=Ae+...+ Ane,.

Les scalaires )y, ..., A, s’ appellent les coordonnées ou les composantes
de z par rapport a la base (e, ..., e,).

6.3.34. Remarque

On démontre que tout espace vectoriel sur un corps K posséde au moins une
base. Nous démontrerons plus tard ce résultat dans le cas des espaces vectoriels
de dimension finie.
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6.3.3.5. Exemple

Dans 1’espace vectoriel K™ (n > 2), les n vecteurs ey, ..., e, de 'Exemple
6.3.1.2 sont linéairement indépendants et engendrent K. La famille {ey, ..., e, }
est une base de K”. On [’appelle 1a base canonique de K”.

6.3.3.6. Exemple

Soit n un entier > 0. Notons K,,[X] I’ensemble des polyndmes 2 une indé-
terminée X, A coefficients dans un corps commutatif K, de degré < n. Nous
savons déja (Exemple 6.2.1.3) que K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X];
et c’est donc un K-espace vectoriel.

Montrons que la famille
(6.3.3.1) B={1,X X2, . X"}
est une base de K,[X].

Par définition, tout polyndme P = ap+ a1 X + ... + a, X* de K,[X]
est combinaison linéaire d’éléments de B donc B est une famille génératrice de
K,,[X]. Par conséquent K,,[X] est de dimension finie.

D’autre part, larelation Ao -1+ M X +...4+2,X"* =0
implique dM=Ai=...= A, =0
puisqu’un polyndme est identiquement nul si et seulement si tous ses coefficients
sont nuls ; donc B est une famille libre.

6.3.4. FAMILLES INFINIES

Les notions de familles génératrices, de familles libres et de bases peuvent
se généraliser au cas des familles infinies de vecteurs mais la situation est plus
délicate.

6.3.4.1. Définition

Soit I un ensemble fini ou non et soit (X\;)icr une famille d’éléments du
corps K. On dit que la famille (A\)icr est a support fini ou que les A; sont
presque tous nuls, si I’ensemble des indices i tels que A; # 0 est fini.

Bien entendu, si I est un ensemble fini, cette définition n’a pas d’intérét.
On dit que 1a famille (A;);e s est triviale si A\; = O pour tout ¢ € I.

6.3.4.2. Définition

Soit (x;)ics unefamille de vecteurs d' un K -espace vectoriel E. On dit qu'un
vecteur ¢ € E est combinaison linéaire de la famille (x;)ie1 s'il existe une
Sfamille (X;);er de scalaires Q support fini telle que

(6.3.4.1) z=3 Nz

iel
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La famille (A;);es étant A support fini, on remarquera qu’un nombre fini
seulement de termes A;z; sont non nuls dans la somme (6.3.4.1). Par définition,
Z A;x; désigne 1a somme de ces termes non nuls.
iel

Si (z;)ier estune famille d’éléments d’un K-espace vectoriel £, on démontre
facilement (¢f. démonstration du Théoréme 6.3.1.3) que 1’ensemble des combi-
naisons linéaires des z; est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
tous les x; pour tout ¢ € I. On 1’appelle le sous-espace vectoriel engendré par
1a famille (z;);es-

On dit que Ia famille (z;);er est une famille génératrice si le sous-espace
vectoriel qu’elle engendre est égal A E.

La notion d’indépendance linéaire se généralise comme suit.

6.3.4.3. Définition

Soit (z;)ie 1 une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel E. On appelle
relation linéaire entre les z;, toute famille ()\;)icr de scalaires presque tous

nuls tels que
E A,‘ i = 0.
iel
On appelle relation triviale, toute famille triviale de scalaires (qui est toujours
une relation linéaire entre les z;).

On dit qu'une famille (z;);¢ 1 de vecteur d’un K-espace vectoriel est libre ou
que les z; (¢ € I) sont linéairement indépezdants, si la seule relation linéaire
entre les z; est 1a relation triviale.

Autrement dit, 1a famille (z;);¢ est libre si pour toute partie finie J de I, la
relation Z Aiz; = Oentraine A; = O pourtout: € J.
ieJ
Un famille qui n’est pas libre est dite liée.

On appelle base de E, toute famille (e;);er d’éléments de E 2 la fois libre et
génératrice,

Le théoréme suivant se démontre exactement comme le théoréme 6.3.3.2.

6.3.4.4. Théoreme

Soit (e;)ier une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Pour que
la famille (e;)ier soit une base de E, il faut et il suffit que tout vecteur de &
s’ exprime de fa¢on unique comme combinaison linéaire des e;.

Si (ei)ier est une base de E, pour tout vecteur z € E, il existe une famille
unique (A;);er de scalaires presque tous nuls telle que

Ir = Z /\,'1:,'.

iel
Les scalaires A; s’appellent les coordonnées ou les composantes de x par
rapport A 1a base (e; )ier.
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Chapitre 7 : APPLICATIONS
LINEAIRES

En mathématiques, on est souvent amené a associer des «morphismes» d une
structure donnée. Dans la théorie des espaces vectoriels, les morphismes sont
des applications qui sont compatibles avec la structure de K -espace vectoriel.

Apreés avoir défini les applications linéaires d’un K-espace vectoriel dans
un autre (ou dans lui-méme) et donné quelques exemples élémentaires, nous
examinons quelques propriétés générales de ces applications. En particulier,
nous montrons que si E et F sont des K-espaces vectoriels I ensemble L(E, F)
des applications linéaires de E dans F est un K -espace vectoriel.

Nous étudions enfin un exemple important d’ endomorphisme : les projecteurs.

7.1. Généralités
7.1.1. DEFINITIONS
7.1.1.1. Définition

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K. On dit qu’ une
applicationu : E — F est K-linéaire ou est un homomorphisme si ’ona:
a) u(z +y) = u(x) + u(y)

b) u(Az) = A u(x)
quels que soient z,y € Eet A € K.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps K, on dit simplement que u est
une application linéaire ou un morphisme d’espaces vectoriels.

Une application linéaire de E' dans lui-méme s’appelle un endomorphisme
de E ou un opérateur linéaire dans E. On appelle automorphisme de E tout
endomorphisme bijectif de E.

Une application linéaire de £ dans K s’appelle une forme linéaire sur E.

Une application linéaire bijective « : £ — F' s’appelle un isomorphisme
d’espace vectoriels. S’il existe un isomorphisme de E sur F’ on dit alors que les
espaces vectoriels E et F' sont isomorphes et on écrit E' ~ F,

L’ensemble des applications K -linéaires de E dans F se note Lx (E, F') ou
simplement £L(E, F') si aucune confusion n’est A craindre. Cet ensemble est aussi
noté Hom(E, F).

L’ensemble des endomorphismes de E est noté Lk (E) ou L(E). On le note
aussi End(E).
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L’ensemble des automorphisme de E est noté GLk(E) ou GL(E) et s’ap-
pelle le groupe linéaire général de E (nous justifierons plus loin au Corollaire
7.2.1.2 cette dénomination).

7.1.1.2. Remarques

a) Si dans la condition a) de 1a Définition 7.1.1.1, on pose x = 0, on obtient
u(0) = 0. De méme, en prenant A = —1 dans la condition b), on obtient
u(—z) = —u(x).

b) Une application u : £ — F est linéaire si et seulement si u(Az + py) =
Au(z) + pu(y) quels que soient 2,y € £, A, pu € K.

7.1.2. EXEMPLES
7.1.2.1. Exemple

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. L’application 0 : £ — F définie
par O(z) = 0 pour tout z € E est linéaire. On I’appelle 1’application nulle de
E dans F.

7.1.2.2, Exemple

L’application identique, notée 1 ou Idg, d’'un K-espace vectoriel £ est
linéaire. C’est méme un automorphisme de E.

7.1.2.3. Exemple

Soit F un K-espace vectoriel et soit o< un élément non nul de K. On appelle
homothétie de rapport o 1’application h : E — E telle que ho(2) = -z
pour tout z € E. hy est un élément de GL(E).

7.1.24. Exemple

Soient £ un K-espace vectoriel et F' un sous-espace de E. L’application
canonique 7 : E — E/F qui, 2 tout vecteur x de E associe sa classe &
dans 1’espace vectoriel quotient E/F, est K-linéaire d’apres la définition de la
structure vectorielle de E/F. On I’appelle le morphisme canonique.

7.1.2.5. Exemple

Soient E,..., E, des espaces vectoriels sur le méme corps K et E =
Ey x ... x E, leur produit (¢f. Exemple 6.1.3.4).
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Pour 1 < ¢ < n,’application
pri : By x...x By — E;

définie par pri(z1, ..., zn) = z; est linéaire. On I’appelle la i projection.

7.2. Propriétés des applications linéaires

Nous donnons dans ce paragraphe quelques propriétés générales des appli-
cations linéaires. D’autres propriétés classiques seront exposées lorsque nous
étudierons les espaces vectoriels de dimension finie.

7.2.1. COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS LINEAIRES
7.2.1.1. Théoréme

Soient E | F' et G trois espaces vectoriels sur le corps K . Soient u € L(E, F)
etv € L(F,G).Alors:

a) L’ application composée vou est une application linéaire de E dans G.

b) Si u est un isomorphisme de E sur F, I'application réciproque u=! est un
isomorphisme de F sur E.

Démonstration.

a) De la linéarité de u et de v, nous déduisons, quels que soient z,y € E,
A\pEK,

(wou) Oz +py) = v [u(hz+py)] = v [Mu(e) + pu(y)]
X (w(z)) + o (u(y))
A(vou)(z) + u(vou)(y).

b) L’application réciproque d’une application bijective étant bijective, il suffit
de montrer que u~! est linéaire.

Quels que soient les éléments z et y de F, il existe des €léments z’ et i/
uniques de F tels que u(z’) = = et u(y’) = y. Quels que soient A\, 4 € K,ona

alors
vz +py) = uwl (') + pu(y))
u™! (u(Az’' + py'))
Az’ + py  (car u=lou =Idg)
Mt (2) + pu(y)

d’oi la linéarité de u~!.
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7.2.1.2. Corollaire

L’ ensemble GL(E) des automorphismes d’un K-espace vectoriel E est un
groupe pour la loi de composition des applications.

On sait que 1a composée de deux bijections est un bijection et que Ia composée
de deux applications linéaires est linéaire.

Donc, si u, v € GL(E), alors uov € GL(FE).

D’autre part, d’aprés le Théoréme 7.2.1.1 b), si u € GL(E), alors u~! €
GL(E).

Nous avons ainsi démontré que G L( F) (qui est non vide puisque I’application
identique 1 € GL(E)) est un sous-groupe du groupe des permutations de E.

7.2.1.3. Remarque
Siu,v € GL(E), ona d’apres le Théordme 2.2.4.2 d):

(vouy l=ulov!

7.2.2. IMAGE ET NOYAU D’UNE APPLICATION LINEAIRE
7.2.2.1. Théoréme
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit u € L(E, F'). Alors:

a) L'image par u d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel
de F.

b) L’ image réciproque par u d’ un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration. a) Soit A un sous-espace vectoriel de E. Comme 0 € A,
0 = u(0) € u(A) et u(A) # @. Soient y, z € u(A), \,u € K. llexiste zet '~
dans A tels que y = u(z) et 2 = u(z’). Comme u est linéaire, on a

Ay + pz = du(z) + pu(z’) = u(Az + pz').

Or Az + pz’ € A puisque A est un sous-espace vectoriel de E. Donc Ay +pz €
u(A) et u(A) est un sous-espace vectoriel de F.

Démontrons b). Soit B un sous-espace vectoriel de F. u~1(B) contient 0,
puisque u(0) = 0 € B. Donc u~!(B) # @.

Soient z et y deux éléments de u~!(B), A et u deux scalaires. On a par
définition u(z) € Bet u(y) € B.D’od

u(Az + py) = du(z) + pu(y) € B

car B est un sous-espace vectoriel de F. Donc Az + py € u~!(B).
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7.2.2.2. Définition
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit u € L(E, F).
a) On appelle image de u, et on note Im(u), le sous-espace vectoriel u(E) de F.

b) On appelle noyau de u, et on note Ker(u), le sous-espace vectoriel u=* ({0})
de E.

7.2.2.3. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € L(E, F).
a) u est injective si et seulement si Ker(u) = {0}.
b) u est surjective si et seulement si Im(u) = F.

Démonstration. a) découle aussitdt du Théoréme 3.3.2.4 puisque u est un mor-
phisme de groupes.

b) résulte immédiatement de la définition de Im(u).

7.2.3. APPLICATIONS LINEAIRES ET FAMILLES
DE VECTEURS

7.23.1. Théoréme
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € L(E, F).

a) Si (z;)ier est une famille génératrice de E, la famille (u(:c,-)).. c1 €5t une
famille génératrice de Im(u),

b) Si (;)icr est une famille liée de vecteurs de E, la famille (u(z;)) ic1 €St une
Sfamille liée de vecteurs de F.

Démonstration. a) Soit y € Im(u); il existe £ € E tel que y = u(z). Puisque

(®i)ier est une famille génératrice, il existe une famille (;);es de scalaires
presque tous nuls telle que
T = Z Aiz;.

iel
On en déduit (puisque u est linéaire et 1a famille de scalaires a support fini) :

u(z) = Z Aiu(z;),

iel

donc u(z) est combinaison linéaire des u(z;).
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b) Soit (x;);es une famille liée de vecteurs de E. 11 existe donc une famille
non triviale de scalaires (;)ier telle que Y  Aiz; = 0. D’od u (E ,\.-z,-) =
Z Aiu(z;) = O car u est linaire et la f;:ille de scalaires 2 suplfcfrt fini. Par
;E{te la famille de vecteurs (u(z;));, est lie.

Attention. L’image d’une famille génératrice de E' n’est une famille génératrice
de F que si u est surjective.

L’image d’une famille libre de E n'est pas, en général, une famille libre de F'.
Toutefois on a le résultat suivant,

7.2.3.2. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit u € L(E, F). Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) u est injective.
b) L’image par u de toute famille libre de E est une famille libre de F'.

Démonstration. Démontrons que a) == b). Soit (;)ics une famille libre de £
et soit (A;)ier une famille de scalaires presque tous nuls telle que

Z Aiu(z;) =0,
i€l

ou encore, puisque u est linéaire :

(5 he) =0

iel
u étant injective, on en déduit
Z Aizi =0,
iel
puisque Ker(u) = {0}.

La famille (z; );e7 étantlibre, larelation linéaire (); ); ¢z estlarelation triviale.
La famille (u(z;)),, est donc libre.

b) = a) Soit z € Ker(u). L'image de la famille {} est la famille {0} qui est
liée ; 1a famille {z} est donc liée, i.e. z = O et u est injective.
7.2.3.3. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et w € L(E, F). Les propositions
suivantes sont équivalentes :

a) u est un isomorphisme de E sur F.
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b) L'image par u de toute base de E est une base de F.

Démonstration. a) —> b) Supposons que u soit un isomorphisme de F sur F
et soit (e;);er une base de E. Alors, d’apres les Théoremes 7.2.3.1 et 7.2.3.2,
(u(es)); <7 €St une base de F puisque u est a la fois injectif et surjectif, donc b)
est vérifiée.

b) = a) Soit (e;);e s une base de E dont1’image par « est une base de F'. Mon-
trons que u est injective. Soit ¢ € Ker(u);onaz = Z z;e; ob (z;);er est une
iel
famille de scalaires presque tous nuls. Par linéarité,on a u(z) = E z;u(e;) = 0.
iel
La famille (u(e;)), ., étant libre, 1a famille (x;);¢; est 1a famille triviale, donc

x = O et u est bien injective.

Montrons que u est surjective. Soit y € F. (u(e;)),., étant une base de F', y

iel

s’écrit de fagon unique y = Z A;u(es) od (A;)ier est une famille de scalaires
el

presque tous nuls. Alors y = u(z) avec = Z A;e;, donc u est bien surjective.

iel

7.2.3.4. Théoreme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit (e;)ier une base de E et soit
(vi)ier une famille de vecteurs de F' indexée par le méme ensemble d'indices 1.

a) Il existe une application linéaire et une seule u de E dans F telle que
ule;) = y; pour tout i € 1,

b) u est injective si et seulement si (y;)icr est une famille libre de F.
c) u est surjective si et seulement si (y;)icr est une famille génératrice de F.
d) u est unisomorphisme de E sur F si et seulement si (y; )i est une basede F'.

Démonstration. a) Tout vecteur z de E' s’écrit de fagon unique sous la forme
r = Z /\,-e.-
i€l
ol les scalaires (A;);cs sont presque tous nuls.
En posant

u(:c) = Z Aiyi’
iel
on définit une application u de E dans F et il est clair que u(e;) = y; pour tout,
puisque e; = Z Ajejavec Ay =1letA; =0sij# i
jeI
Montrons que u est linéaire.
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Soient z = z Ae; ety = Z pie; deux vecteurs de E. Quels que soient
iel iel
les scalaires o et A, on a, par définition de w:

uxz+Ay) = wu (Z (< Ai + /\ﬂi)ei) = Z (o Ai + Ay

i€l iel

= E Aiyi + AE iy =x u(z) + du(y).
iel iel

On a ainsi établi I’existence et 1a linéarité de u.
Soit v € L(E, F) telle que v(e;) = y; pour tout ¢ € I. Pour tout vecteur

= Z Aie;,ona

iel

v(z) = Z Aiv(e;) = Z Ay = u(z).

iel iel
Donc v = u, d’ol I’unicité de u.

b) Supposons u injective. Soit (A;);cr une famille de scalaires presque tous nuls

telle que
E Aiyi =0.
iel

Cette relation s’écrit Z Aju(e;) = 0, ou encore, puisque u est linéaire
i€l

u (E /\,-e,-) = 0. Comme u est injective, on en déduit Z Aie; = 0. Comme
iel iel
(es)ier est une famille libre, la relation linéaire (););cr est la relation triviale,
donc la famille (y;);es est libre.

Réciproquement, supposons la famille (y;)ier libre et montrons que u est
injective. Soit z = Z Aie; un élément de Ker(u), ol 1a famille (;);er est 2

iel

support fini. On a

u(z) = Z Aiyi =0.

i€l

Comme (y; )ier est une famille libre, 1a relation linéaire (X;);¢r est triviale,
donc z = O et u est injective.

¢) On a les équivalences suivantes :
u est surjective <—> pour tout y € F, il existe r € E tel que y = u(z) <=
pour tout y € F, il existe une famille ();)ics & support fini telle que y =

u (Z Aie; | = E Ay, puisque u est linéaire.
sel i€l
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Ainsi u est surjective si et seulement si la famille (y;)ier est génératrice.

d) résulte imméditament de b) et ¢).

7.2.4. DECOMPOSITION CANONIQUE
D’UNE APPLICATION LINEAIRE

7.2.4.1. Théoreéme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u € C(E, F) et N le noyau de u.

La relation xRy <= u(z) = u(y) est une relation d’ équivalence dans E.
Soit m : E — E[N le morphisme canonique et soit j : u(E) — F l'injec-
tion canonique. Alors, il existe un isomorphisme unique @ de I’ espace vectoriel
quotient E /N sur le sous-espace u(E) de F tel que :

joduomw=u.

Démonstration. On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence. De
plus

zRy = u(z)=u(y) = u(@)—u(y)=u(z—-y)=0
<> z—y€EN.

Comme N est un sous-espace vectorielde F, E'/ N estun K -espace vectoriel.
D’apres I’Exemple 7.1.2.4, I’application canonique = est linéaire.

Rappelons que si X et Y sont deux ensembles tels que X C Y, I'injection
canonique j : X — Y est définie par j(z) = z pour tout z € X. Si on prend
pour X, le sous-espace u(E) de F, et pour Y 1'espace F, alors il est évident que
I’injection canonique est linéaire.

Rappelons que I’application @ : £/N — u(F) est définie en posant :
(%) = u(z)
pour tout Z € E/N, ol z est un représentant de la classe Z. 4 est une bijection;
c’est1’application déduite de u par passage au quotient (voir le Théoréme 1.4.2.6).
Montrons que % est K-linéaire.
Soient Z,5 € E/N. Quels que soient les scalaires ) et y,ona:

TAT+py) = Tz +py) = u(Az + py) = Iu(z) + pu(y)
AT (@) + pu (@) .

Ainsi % est une application linéaire bijective, c'est-2-dire un isomorphisme
de E/N sur u(E). La factorisation canonique de u s’écrit ;

u=jouorw

180



APPLICATIONS LINEAIRES
et on a le diagramme suivant

E u L F

E/N u + u(E)

appelé diagramme de décomposition canonique de u.
La bijection @ s’appelle I’isomorphisme canonique.

7.2.4.2. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel et Ey un sous-espace de E. Si E; et E3 sont
deux sous-espaces supplémentaires de Ey dans E,c’ est-0-diresi E = E\®E; =
E) ® Ei, alors E, et E3 sont isomorphes.

Démonstration. Par hypothese, pour tout ¢ € E, il existe (z, ;) unique dans
E) x Extel que
r =2 + ;.
De méme il existe (z1, x3) unique dans E; x Ej tel que ¢ = 2| + z3.
Soient u et v les endomorphismes de E définis par

u(z) = zz et v(z) = 23.
Ona
Ker(u) = Ker(v) = E;
et

Im(u) = Ez, Im(v) = Ej.

La décomposition canonique de u et v montre que E et E3 sont isomorphes
2 1’espace vectoriel quotient £/ Ey. Donc E, et E3 sont isomorphes.

7.3. L’espace vectoriel L(F, F')

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. Nous
allons munir I’ensemble L(E, F') des applications linéaires de F dans F d’une
structure de K -espace vectoriel. Pour cela, il nous faut définir 1a somme de deux
applications linéaires et le produit d’une application linéaire par un scalaire.

181



COURS D' ALGEBRE

7.3.1. ADDITION DANS L(E, F)
7.3.1.1. Définition

Soient u et v deux éléments de L(E, F'). On appelle somme de u et v, et on
note u + v, I'application de E dans F' définie par :

(u+ v)(x) = u(z) + v(x) pourtoutz € E.

Montrons que u + v st linéaire.

Quels que soient les vecteurs z,y de E et quels que soient les scalaires o
etG,ona:

(u + v)(ox z + By) u(oc z + By) + v(x z + By)
o< u(z) + Bu(y)+ o v(z) + Bu(y)
x (u + v)(2) + B(u + v)(y).

Muni de cette addition (u, v) — u + v, L(E, F’) est un groupe abélien ; on
vérifie en effet facilement les relations suivantes :

(u+v)+w = u+(v+uw),
u+v = v+u,
O+u = u+0,

u+(-u) = 0

I’application —u étant définie par (—u)(z) = ~u(z) pour tout 2 € F et 0 étant
I’application nulle (¢f. Exemple 7.1.2.1).

7.3.2. PRODUIT D’UNE APPLICATION LINEAIRE
PAR UN SCALAIRE

7.3.2.1. Définition

Soit u € L(E, F'). On appelle produit de u par le scalaire ), et on note \u,
I'applicationde E dans F, définie par

(Au)(z) = Au(z) pourtoutz € E.
Montrons que Au est linéaire.
Soient z et y deux vecteurs de E et soient o et 3 deux scalaires; ona:
QAu)(xz+By) = Au(oxz+ By) = A (o u(z) + Bu(y))
= Adxu(z)+ APu(y) =x (Au)(z) + (A u)(z).

On vérifie facilement que quels que soient les éléments u et v de L(E, F) et
quels que soient les scalaires A et u,

AMu+v) =du+ v, (A+p)u=Au+pu
(Ap)u=Apu), 1.-u=u.

On peut donc énoncer le
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7.3.2.2. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. L’ ensemble L(E, F') des applica-
tions linéaires de E dans F', muni des lois de compositions

(u,v) — u+vet (A u) — Au

est un K-espace vectoriel.

7.3.3. CASPARTICULIER: E = F

Si E = F, le Théoréme 7.3.2.2 montre que £(E) est un espace vectoriel
sur K. D’apres le Théorgme 7.2.1.1, 1a loi de composition des applications est
une loi interne dans L(E).

Si u, v, w sont des éléments de L(F),ona:

(wov)ow = uo(vow),
vuo(v+w) = uovtuow,
(v+tw)ou = voutwou.

Vérifions par exemple le deuxi®me résultat. Soit z € F'; on a, en utilisant 1a
linéarité de u et la définitionde v + w:

[uo(w+w)(z) = u((v+w)(z)) =u(v(z) + w(z))

= u(v(z)) +u (w(z))

= (uov)(z)+ (vow)(z) = (uov+uow)(z).
D’ob

vo(v+w)=uov+uow.

Ainsi, £(F), muni des lois de composition (u,v) — u+ w et
(u,v) — u o v est un anneau (non commutatif en général), ’élément unité
étant I’application identique de E.

On a de plus, pour tout A € K :
Auov)=(Au)ov=uo(Iv).

En effet, pour tout z € F,ona:

(Mu 0 v)) (2) = Au o v)(z) = A (u(v(z))) = ((Au) 0v) (z),

d’ob
Muov) = (Au) ow.

On démontrerait de méme que A(u o v) = u o (Av).
Ces propriétés de £(E) nous amenent 2 poser la définition suivante.
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7.3.3.1. Définition

Soit K un corps commutatif. On dit qu’' un ensemble A est une algébre sur K,
ou une K-algebre, si les conditions suivantes sont vérifiées :

a) A est muni d'une structure de K-espace vectoriel.

b) Il existe une loi interne dans A, appelée multiplication et notée (z,y) — z-y
telle que (A, +, -) soit un anneau.

¢) Quels que soient les vecteurs x et y de A et pour tout scalaire Aona:
Mz-y)=(0z)-y=z-(Ay).

Silaloi (z, y) — z -y est commutative, on dit que I’algtbre A est commu-
tative.

Ainsi L(E) est un algébre sur K. On Pappelle 1’algebre des endomor-
phismes de E.

7.4. Projecteurs

7.4.1. DEFINITION
7.4.1.1. Définition

Soit E un espace vectoriel sur le corps K. On dit qu'un endomorphisme p
de E est un projecteur sipop = p.

Soit I un ensemble non vide. On dit qu’ une famille (p;);cr de projecteurs est
orthogonale si p;op; = 0 pour i # j.

Soit E un K-espace vectoriel. Si E est somme directe d’une famille finie
(Ei)1<i<n de sous-espaces, tout z € E s’écrit d’une manidre unique sous la
forme

z=z1+..+zpavecz; € E;pourl <i<n.

Définissons 1'application p; de E dans E en posant:
(74.1.1) pi(z) = =;.

Pour tout z € E, p;(z) est donc I'unique vecteur de E; tel que z — p;(z)
appartienne au sous-espace engendré par E, ..., F;_1, E;41, ..., En. On dit que
pi(z) est la projection de = sur E;.

Nous allons montrer que (p;)1<i<n €st une famille orthogonale de projec-
teurs. On dit que p; est le projecteur de E sur E; paralltlement a () E;.

J#
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7.4.2. PROPRIETES DES PROJECTEURS
7.4.2.1. Théoréme
Conservons les notations qui viennent d’ étre introduites. Alors :

a) p; est un endomorphismede E et p; + ... + p, = IdEg.

b) Ker(p;) = @ E;jetIm(p;) = E;.

J#
Di si i=j
OPPI=Y 0 G it

Démonstration. a) Soient z = z1 + ...+ 2z, et y = y1 + ... + yn deux éléments
de F avec z;,y; € E; pour 1 < i < n, On a, par définition de p; :

pi(z) = z; et pi(y) = ui-
Pour tout couple (A, i) de scalaires, on a:
Az 4+ py = Az + pym) + ...+ (Azn + pys).
D’ol
pi(Az + py) = Az; + pyi = Api(z) + ppi(y),
et p; est linéaire,
Comme tout vecteur = de E s’écrit de fagon unique
z=z1+..+zpavecz; € E;pourl <i<n,
onaldg(z) = pi(z) + ...+ pu(z) = (71 + ... + Pu)(z), d’00

Ide=p1 + ... + pn-

Démontrons b) Si z € E est tel que pi(z) = 0,0ona

z=on+ ...t +zif+... 2,

et par suite
Kel'(p,') C @ E'j.

J#

Réciproquement tout vecteur = € @ E; s’écrit de fagon unique sous la
J#i
forme
z=z1+..4+zi14+0+zip1 + ...+ 2z,
avec0 € E; et z; € Ej pour j # i
On en déduit p;(z) = 0, d’od (P E; C Ker(p:.
J#i
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Par suite, on a I'égalité Ker(p;) = @ Ej.
J#i
De la définition de p;, il résulte que p;(x) € E; pour tout x € E; d’ob
Im(p,') C E;.

Inversement, tout z € E; s’écrit de fagon unique
t=04..40+2z+0+..40
avecr € E;etO€ Ejpourj=1,...,i—1,i+1,...,n.

On en déduit: p;(z) = z pour tout z € E;, d’od E; C Im(p;). Finalement,
onalm(p;) = E;.

Démontrons enfin ¢).

Nous venons de voir que si z € Ej;, alors p;(z) = z. Réciproquement, soit
z € E tel que p;(z) = . Comme p;(z) € E; nécessairement z € E;.

Comme p;(z) € E; pourtoutz € E,ona p; (p,-(:c)) = pi(x), c’est-2-dire
Diopi = pi-

D’autre part, pour tout z € E, p;(z) € Ej; donc p; (pj(z)) = 0sii # j,
c’est-a-dire
piop; =0 sii#j.

Le théordme suivant établit 1a réciproque du résultat précédent.

7.4.2.2. Théoréme

Soit (pi)1<i<n une famille finie orthogonale de projecteurs d’un K-espace
vectoriel E, telle que p1(z) + ... + pn(2) = = pour tout x € E. Alors E est
somme directe des sous-espaces E; = p;(E).

Démonstration. La relation
nE)+...+pa(z)=2
pour tout z € E, montre que E est somme des sous-espaces E;.

Pour montrer que la somme est directe, il suffit de montrer que la relation
i+ ...+x,=00bz; € E;pourl <:< n,entrainez; = ... =z, =0.

Considérons donc des z; € E; tels que
(74.2.1) 1 +..+2z2,=0.
Puisque z; € E; = p;(E), il existe z; € E tel que z; = p;(z;);onaalors:
pi(zi)==2z; si i=7j
0 si it#£j

On en déduit de 1a, en appliquant p; 3 la relation (7.4.2.1), ; = 0 pour
i =1,...,n,ce qui prouve que E est somme directe des E;.

pi(z;) = pi (pi(%)) = {
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Chapitre 8 : ESPACES
VECTORIELS
DE DIMENSION
FINIE

Les espaces vectoriels ont été définis dans le Chapitre 6 et nous avons mis en
évidence quelques-unes de leurs principales propriétés.

Dans ce chapitre, nous complétons cette étude par I'examen des espaces
vectoriels de dimension finie. Nous verrons en particulier qu’ un espace vectoriel
de dimension finie peut étre complétement définie par sa dimension. En fait, un
K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™,

En plus des propriétés générales des applications linéaires que nous avons
étudiées au Chapitre7, nous obtiendrons d’ autres propriétés valables lorsque
les espaces sont de dimension finie. Ainsi nous verrons que si E et F sont des
K-espaces vectoriels de dimension finie, alors le K-espace vectoriel L(E, F)
est de dimension finie.

8.1. Le théoreme de la dimension

Rappelons qu’un K -espace vectoriel F est dit de dimension finie s’il posséde
une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, on ditque £ est de dimension
infinie.

Pour 1’instant, nous n’avons défini que 1a locution «dimension finie » mais
nous verrons bientdt ce qu’est la dimension d’un K-espace vectoriel.

8.1.1. EXISTENCE DE BASES EN DIMENSION FINIE
8.1.1.1. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie, G une partie
génératrice finie de E et L une partie libre contenue dans G. Alors, il existe une
base Bde E telleque L C B C G.

Démonstration. Soit £ I’ensemble des parties libres X de E telles que L C
X C G.Ln’estpas vide car L € L et £ est fini puisque, G étant fini, I’ensemble
P(G) des parties de G est finieet £ C P(G). En outre tout élément de £ possede
un nombre fini d’éléments. Choisissons dans £ une partie B ayant le plus grand
nombre possible d’éléments. Soit p ce nombre et montrons que B est une base
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de E. 1l suffit de montrer que B est une partie génératrice de E puisque par
construction B est une partie libre de E.

Comme G engendre E, il suffit de voir que tout élément de G est combinaison
linéaire des éléments de B.

Si card(G) = p, alors on a B = G. La partie génératrice G de F est donc
libre. Par conséquent G est une base de E et le théorgme est démontré.

Supposons maintenant que p < card(G). Si z est un €lément de G n’ap-
partenant pas 2 B, ’ensemble B U {z} est contenu dans G et posséde (p + 1)
éléments. Donc la famille B U {z} est liée. Si B = {1, ..., zp}, il existe des
scalaires Ap, ..., Ap, A non tous nuls tels que Ay z; + ... + Apz, + Az = 0.

On a nécessairement A # 0, car si A = 0 les éléments de B vérifieraient une
combinaison linéaire nulle a coefficients non tous nuls et B ne serait pas libre.
On en déduit

Ainsi tout élément £ € G est combinaison linéaire des éléments de B et le
théordme est démontré. |

Le théoréme 8.1.1.1 admet des conséquences importantes que nous allons
examiner.

8.1.1.2. Corollaire

Tout espace vectoriel E de dimension finie, non réduit @ {0}, admet une base
Jinie.
En effet, par définition, £ admet une partie génératrice finie G = {z1, ..., z,,}

et il existe un z; € G non nul puisque £ # {0}. I suffit de poser L = {z;} et
d’appliquer le Théoréme 8.1.1.12 Leta G.

8.1.1.3. Corollaire (Théoréme de la base incompléte)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Pour toute
partie libre {z\,...,z,} de E, il existe des vecteurs y1,, ..., y, de E tels que
(21, 22,..., Tp, Y1, .-, Yq) SOit une base de E.

Démonstration. Posons L = {z1, ..., zp} et soit G une famille génératrice finie
de E. Alors L U G est une famille génératrice finiede Eetona L C LUG.
D’apres le Théoreme 8.1.1.1, il existe une base Btelleque L C B C LUG; 0on
peut mettre B sous la forme B = L U H, ot H est une partie de G.

8.1.2. DIMENSION

Nous venons de voir que dans un espace vectoriel de dimension finie, il
existe toujours une base finie. Nous allons démontrer maintenant que toutes les
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bases ont le méme nombre d’éléments. Pour cela, nous aurons besoin d’utiliser
le lemme suivant.

8.1.2.1. Lemme

Soient E un K-espace vectoriel et n vecteurs z,...,t, de E. Si les vec-
teurs y1, -.., Yn+1 sSont des combinaisons linéaires de 2, ..., Tn, alors la famille
{y;, ceey y,,.H} est liée.

Démonstration. Raisonnons récurrence sur n.
Pour n = 1, il existe o<1, 0c2€ K tels que iy =oc; z1 €t yp =2 .
On en déduit, par élimination de z; :
ot p— oy =0.
Si les deux scalaires o; et oca ne sont pas nuls en méme temps, la famille

{y1,1} est lige. Si x;=xa= 0,0nay = y = O et la famille {y;, 1} est
encore liée.

Le lemme est donc vrai si n = 1. Supposons-le établi pour n — 1 vecteurs et
démontrons-le pour n vecteurs.

Soient ¥y, ¥, ..., Yn+1 des combinaisons linéaires de z;, ..., £,. On peut écrire
(8.1.2.1) Y1 =214+ X1 Ty ooy Yndl = Zngl+ Xn4l Tn
ol les vecteurs z, ..., z,+1 Sont des combinaisons linéaires de z1, z2, ..., Zn—1.
Envisageons les deux cas suivants:
1* cas: X1=0(= ... =Xn41= 0.

Alors y1, 12, ..., Yn+1 Sontdes combinaisons linairesde zy, ..., o —1. D’aprs
I’hypothese de récurrence, les n vecteurs y , ..., ¥, sont linéairement dépendants ;
a fortiori, les vecteurs y, ..., Yn 41 Sont linéairement dépendants et le lemme est
démontré dans ce cas.

2¢ cas ; L’un au moins des o; est non nul.

En changeant au besoin 1’ordre de la numérotation, on peut supposer que
Xp+17 0. Alors z, est combinaison linéaire de yy, 41, 21, ..., Zn-1:
1

Xn+41

2z, =

(yn+1 - zn+l)-

En prenant dans les n premilres relations (8.1.2.1), on voit que vy, 42, ..., Un
sont des combinaisons linéaires de yn 41, Z1, ..., Tp-1

n

(¢ S} [s.8
N =21+ —— (Ynt1 — Zn41), -, Yn = 2n + (Yn+1 — Zn41),
K4l HKn41
d’ol,pour1 <:<n,
[o & (o &
Yni4l = 2 —
Kn4i1 Kn41

Yi — Zn41
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4

ce qui montre que les n vecteurs y; — p” Ynt+ls 1 < ¢ < n, sont des
n+1
combinaisons linéaires des n — 1 vecteurs 1, ..., £,—1. D’apres I’hypothese de

récurrence, il existe des scalaires A, ..., A, non tous nuls tels que

X1 Xn
A - + ..+ A ( — ) =0.
1 (yl X1 yn+1) n \ Yn X1 Yn41

Si on pose

3 Al 1 F A o
n+l = — Xntl ’
n

on obtient »
Ayt + o+ AU =0

ol les scalaires Ay, ..., A, 41 ne sont pas tous nuls. La famille {yi, ..., Yn+1} €st
donc liée et le lemme est démontré. 0

8.1.2.2. Théoréme

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le méme
nombre d’ éléments.

Démonstration. On sait déj que tout espace vectoriel £ de dimension finie
posseéde au moins une base finie. Soient B = (x1,...,zn) et B’ = (ey, ..., €m)
deux bases de E.

Comme ey, ..., e,, sont des combinaisons linéaires de z,, ..., £,, si on avait
m > n, la suvite (ey, ..., en;) serait liée d’aprds le Lemme 8.1.2.1, ce qui est
impossible puisque (ey, ..., e,) est une base. Donc m < n.

On montrerait de méme que n < m,d’oun = m.

Le théoreme précédent nous permet de définir 1a dimension d’un espace
vectoriel.

8.1.2.3. Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E,
et on note dimg (E') ou dim(E), le nombre d’ éléments d’une base quelconque
de E.

On pose par définition dim ({0}) = 0.

8.1.24. Remarque
La dimension d’un espace vectoriel dépend du corps de 7base. Ainsi

dimC(C) = 1 mais dimg(C) = 2. Plus généralement tout C-espace vectoriel
de dimension n est un R-espace vectoriel de dimension 2n.
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8.1.2.5. Exemple

La base canonique de K™ contient n vecteurs. Donc
dimg (K n ) =n.

8.1.2.6. Exemple

dimg (Ka[X]) = n+ 1carlabase B = {1,X,X?,..., X"} de K,[X]
contient n + 1 éléments.

8.1.2.7. Théoréme
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Alors :

a) Toute partie libre L de E posséde au plus n éléments. Si ce nombre d’ éléments
est égal a n, L est une base de E.

b) Toute famille génératrice G de E posséde au moins n éléments. Si ce nombre
d’ éléments est égal @ n, G est une base de E.

Démonstration. a) D’apres le Théordme 8.1.1.1, il existe un base B de E telle
que L C B. Comme B posstde n €léments, L posstde au plus n éléments. Si L
possede n éléments, alors L = B et L est une base de E.

b) De méme, il existe une base B de E telle que B C G. Comme B possdde n
éléments, G posseéde au moins n éléments. Si G possdéde n éléments,ona G = B
et G est une base de E. a

Donnons maintenant une caractérisation des bases en dimension finie. Ce
résultat permet de montrer le plus souvent, qu’une partie B est une base.

8.1.2.8. Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit B une partie de E.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une base de E.

b) B est une partie libre de E et B posséde n éléments.

¢) B est une partie génératrice de E ayant n éléments.

Démonstration. a) =—> b) est évident.

b) = ¢) Si B n’était pas une partie génératrice, on pourrait 1a compléter pour

obtenir une base (Corollaire 8.1.1.3) et cette base aurait au moins n 4 1 éléments,
ce qui est absurde puisque toutes les bases possédent n éléments.
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¢) = a) Si B n’était pas libre, on pourrait en extraire une base de F, possédant
au plus (n — 1) éléments, ce qui contredirait la définition de la dimension.

8.1.3. DIMENSION D*UN SOUS-ESPACE VECTORIEL
8.1.3.1. Théoréme

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit F un
sous-espace vectoriel de E.

a) F est de dimension finie et dimg (F) < dimg (E).
b) dimg (F) = dimg (E) si et seulement si F = E.
¢) F admet un supplémentaire F\ etona

dimK(E) = dimg (F) + dimg (Fy).

Démonstration. a) Toute partie libre L de F’ est une partie libre de £'; donc L
possede au plus n éléments. Choisissons une partie libre B = {zi,...,z,} de F
dont le nombre p d’éléments est le plus grand possible. Ona p < n.

Montrons que B est une base de F'. Pour cela, il suffit de montrer que B
est une partie génératrice de F’ puisqu’elle est libre. Il s’agit de montrer que le
sous-espace vectoriel B’ de F engendré par B est égale a F. Sionavait B # F,il
existerait un vecteur z de F qui ne serait pas combinaison linéaire des éléments
de B. Montrons que les vecteurs z, zi, ..., £, sont linéairement indépendants.
Considérons en effet une relation de 1a forme

Az + /\1.1:1 + ...+ /\p:cp =0.

SiA#0, A existeetona

= ) 1 ) Zp
ce quiest absurde; donc A = 0. Il reste Az + ... + Apzp, = 0,donc Ay =
A2 = ... = Ap = 0, puisque z, ..., z, sont linéairement indépendants. Donc
la relation Az + Ajzy + ... + dpzp, = Oentraine A = Ay = ... = A, =0et

Ia famille {z, 2, ..., z,} est bien libre. On aboutit 2 une contradiction puisque
par hypothese p est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants
de F. Donc B’ = F et par suite F est de dimension p < n = dim(E).

b) Si dimg (F') = dimg (E), toute base B de F est une partie libre de E ayant
n éléments ; c’est donc une base de F d’aprds le Théordme 8.1.2.8. Alors tout
vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de B, donc appartient & F.
Par conséquent F' = E.

¢) Soit (zi, ..., zp) une base de F. Comme E est de dimension n, il existe

n — p VECIeUIS Zp41, ..., Tn tels que (4, ..., Zp, Zp41, ..., Tn) SOit une base de £
(Corollaire 8.1.1.3).
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La famille {#p41, ..., £n}, sous-famille d’une famille libre de E, est libre. Le
sous-espace vectoriel F; de E qu’elle engendre est de dimension n — p.

D’autre part, tout vecteur x € E s’écrit de fagon unique sous la forme :
z=Mzi+ .+ AT+ T+ F Az =y + 2

oly = \zy + ...+ Ap.’L'p € Fetz= Ap+1£p+1 + ...+ Anzy € Fi,ce qui
montreque £ = F @ Fi et

dimg (E) = dimg (F) + dimg (F1).

8.1.3.2. Théoréme

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit F
un sous-espace vectoriel de E. Alors I'espace vectoriel quotient E/F est de
dimension finieetona:

dim(E) = dim(F) + dim(E/F).

On appelle codimension de F dans E et on note codimg (F) ou codim(F),
la dimensionde E[F.

Démonstration. D’apres le théordme précédent, F est de dimension finie et
dim(F) < dim(E). Soit (zy, ..., Z,) une base de F. D’apres le Théor2me de la
baseincomplete, il existe des vecteurs y, ..., yp de E'telsque (1, ..., Zm, Y1, .-, Yp)
soit une base de E. tout vecteur z € E s’écrit alors de fagon unique :

z=Nz1+ .. Anzmt i 1+ Y
oil les ); et les oc; sont des scalaires.
D’ol
z+ F

H

Azt + o+ A+ o1 1 + -+ Xp Yp + F
= i+t Y+ F

puisque A\jz1 + ... + Az, € F.
Or, d’apres 1a définition de 1a structure vectorielle de E/F,
i+t xpyp+F=ci (n+F)+ ..+ (yp + F),

donc les éléments y + F, ..., yp+ F engendrent I’espace vectoriel quotient £/ F'.
Il reste & montrer que ces classes sont linéairement indépendantes.

Supposons que
anm+F)+...+c(yp+ F)=0+ F

o0+ F = F estI’élément O de I’espace E/F. Alors ciy1 + ...+ cpyp € Fet
le vecteur ¢; 11 + ... + cpYp €St combinaison linéaire des vecteurxs zy, ..., Ty,

atr+ ...+ =mr1+ ...+ tmZTm.
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Comme les vecteurs z, ..., m, 41, .-, ¥p SOnt linéairement indépendants, on
en déduit
ca=c=.=C=p=..=pn=0

Ainsi, ’espace vectoriel quotient E/F admet pour base les p classes
w+F . .,yp+Fetona

dim(E/F) = p = (m+ p) — m = dim(£) — dim(F).

8.1.3.3. Remarque

Les Théorgmes 8.1.3.1 et 8.1.3.2 montrent que la codimension d’un sous-
espace vectoriel F' est égale A la dimension d’un supplémentaire de F.

8.1.3.4. Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel. Si E, ..., E,, sont des sous-espaces vectoriels
de dimension finie, et si E = E1 @ ... ® Ey, alors E est de dimension finie et on
a

dim(E) = Zn: dim(E;).

Démonstration. Posons p; = dim(E;). Soit B; = (ei1, ..., €ip,) une base de E;

pour 1 < ¢ < n. Comme E est somme directe des E;, on a (Théoreme 6.2.4.4)

E; n}: E; = {0} pourtouti € {1,...,n}donc E; N E; = {0} sii # j et par
j#i

suite B; N B; = @sii # j car le vecteur nul n’appartient a aucune famille libre.

D’apres I’hypothese, tout vecteur z € E s’écrit de fagon unique sous la forme :

z = (Aien + ...+ Aipye1p) + oo+ (Anylny + oo+ Anponp,)

donc (Théoreme 6.3.3.2) la suite (eq1, ..., €1p,, -y €nl, ---) €np,) €St une base
de E qui est donc de dimension p; + ... + py,.

8.1.3.5. Théoréme

Soient Ey, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie ny, ..., n, res-
pectivement, Alors I’ espace vectoriel E| X ... x Ep apour dimensionny+ ...+ np.

Démonstrations. a) cas ol p = 2: Soient E) et E, deux K-espaces vectoriels
de dimension finie n et m respectivement. Soient (ey, ..., e,) une base de E,
(fi,--., fm) une base de E,.

Considérons la famille B de vecteurs de E; x E;:

B = {(e1,0), ...,(€s,0), (0, f1), ..., (0, fm)} .
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Tout élément de Ey x E; s’écrit :

(E zi€i, Z yjfj)
i=1 j=1

ou, en utilisant les lois définies sur £ x E»:

(Z -’c.'ei,O) + (O,E yjfj) =" zi(ei, 00+ > 5 (0, f)
=1 j=1 j=1

i=1
ce qui montre que la famille B engendre I’espace vectoriel E; x Ej.
De plus, la famille B est libre dans E; x Ej. Soit en effet
X1 (81,0) + ..+ X, (e,.,O) + /\1(0, f]) + ...+ /\m(O, fm) =0

une combinaison linéaire nulle des vecteurs de B. On a, en remontant les calculs
précédents :

(o1 €1 + oot Xp €n, AL i + oo+ A fm) = (0,0).

On en déduit
xje1+.+xXpen =0t fi+...4+ Anfm =0,
dolloxj= ... =0tp= A1 = ... = A,y = 0.

La famille B des n 4+ m vecteurs de F x E; est donc une base de E; x Ej,
donc dim( By x E,) = dim(E) + dim(E,).
b) Cas général : Raisonnons par récurrence sur p. Nous venons de voir que
la formule est vraie pour p = 2. Supposons-la vraie pour p — 1. Si on pose
F=FE x..xE,_jona

dim(E; X ... x Ep_1 x Ep) =dim(F x Ep) = dim(F) + dim(E)).

I suffit d’appliquer I'hypothese de récurrence pour obtenir la formule annon-
cée.

8.2. Applications linéaires
en dimension finie

8.2.1. DIMENSIONDE L(E, F)
8.2.1.1. Théoré¢me

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps K.
Alors L(E, F) est de dimension finie eton a :

dimg (L(E, F)) = dimg (E) - dimg (F).
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Démonstration. Notons n la dimension de F et p la dimension de F'. Soient
(e1, ..., en) une base de E et (fi, ..., fp) une base de F.

Nous savons (Théoréme 7.2.3.4) qu’une application linéaire est parfaitement
déterminée par les images des vecteurs d’une base de 1’espace de départ. On peut
donc définir une famille de np application linéaires de E dans F', indexée par
{1,...,n} x {1, ..., p} en posant:

_ f; si k=i
wileh) =3 o ¢ ki

Montrons que la famille (u;;)1<i<n,1<j<p €St une base de L(E, F').
a) La famille (u;;) engendre L(E, F): soit u € L(E, F). Pour tout z € E,
n 14
on peut écrire de manitre unique £ = Z xie;, et u(e;) = Z ai; f; pour

=1 i=1
1 < ¢ < n, ol les a;; sont des scalaires.

D’ou

i=1 i=1

u(:z:) = Z z,-u(e.-) = Z Z; (z Qaij; fJ)

n p

= ZZ a,-j:c;fj.

i=1 j=1

n

Comme u;j(z) = ) ziuij(ex) = zifj, ona pour tout vecteur z € E:
k=1

n P
u(@) = D aiuii(e),
i=1l j=1

c’est-a-dire
n 14

u= Z E @55 Uij
i=1 j=1
et (u55)1<i<n, 1< <p €St une famille génératrice de L(E, F').
b) La famille (u;;) est libre: soit (A;;) une famille de scalaires telle que
n P
Z Z /\.'j Ui; = 0.
i=1 j=1
Alors, pourtout z € E,on a
n n
2.2 Nijuij(z) =0.

i=l j=1
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En particulier, pour tout k € [1,n],ona
n p
DD Njuijer) =0
i=1 j=1

n
ce qui donne, d’apres la définition des u;; : E Axjfi =0.
j=t

Comme (f;)1<j<p est une famille libre de F', on obtient A¢; = 0 pour tout
k € [1,n] et tout j € [1,p), donc (uij)1<i<n,1<j<p €St une famille libre de
L(E,F).

La famille (u;;) est donc une base de L(E F). Comme elle comporte np
¢éléments, le théoreme est démontré.

8.2.1.2. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors I' espace vectoriel
L(E) des endomorphismes de E est de dimension finie n?.

C’est un cas particulier du Théoreme 8.2.1.1 pour £ = F.

8.2.2. ESPACES VECTORIELS ISOMORPHES
8.2.2.1. Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K.
Alors E et F sont isomorphes si et seulement si dimg (E) = dimg (F).

Démonstration. Supposons que E et F' soient isomorphes. Par hypothese, il
existe une application linéaire bijective u de E sur F. Soit (e;)1<i<n une base
de E; alors (u(e;)), <, est une base de F (Théordme 7.2.3.3). Donc F et E
ont méme dimension.

Réciproquement, supposons que dim(E) = dim(F) = n. Soient (e;) une
base de E et (f;) une base de F. Par hypothese elles ont le méme nombre
d’éléments. Soit u 1’application linéaire définie par u(e;) = f; pour tout
i € [1,n). D’aprs le Théoreme 7.2.3.4, u est bijective, donc E et F sont
isomorphes.

8.2.2.2. Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K. Alors E est
isomorphe a K™,
Il suffitd’appliquer le Théordme 8.2.2.1 en se souvenant que dimg (K™) = n.
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8.2.2.3. Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit F un
sous-espace vectoriel de E. Alors tout sous-espace supplémentaire de F dans E
est isomorphe a I' espace quotient E /N .

En effet, si F} est un supplémentaire de F' dans E, on sait (Théorgmes 8.1.3.1)
et 8.1.3.2 que
dim(E) = dim(F) + dim(F) = dim(F) + dim(E/F)
d’ob dim(F) = dim(E/F).

8.2.3. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE,
D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

8.2.3.1. Définition

Soient E'un K -espace vectoriel de dimension finie et F'un K -espace vectoriel
quelconque. Soit u € L(E, F). On appelle rang de u, et on note rg(u), la
dimension sur K de Im(u).

Si (e1, ..., e ) est une base de E, les vecteurs u(ey), ..., u(e,) engendrent
Im(u). D’apres le Théoréme 8.1.2.7, il existe une base de Im(u) comportant rg(u)
éléments. Ainsi le rang de u est le nombre maximum de vecteurs linéairement
indépendants extraits de la suite u(e;),...,u(e,). On a donc rg(u) < n =
dim(E).

Plus généralement, nous poserons la définition suivante :

8.2.3.2. Définition

On appelle rang d’une famille {z, ..., ,} de vecteurs d' un K -espace vecto-
riel E de dimension finie ou non, la dimension du sous-espace vectoriel E' de E
engendré par ces vecteurs, c’est-a-dire le nombre maximum de vecteurs linéai-
rement indépendants que I' on peut extraire de la suite (21, ..., z,).

Le théoréme suivant appelé théoréme noyau image ou encore théoréme du
rang est d’un usage courant.

8.2.3.3. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K -espace vectoriel
quelconque, et u € L(E, F). Alors :

dim(E) = dim (Ker(u)) + dim (Im(x)) .
Démonstration. D’apres le Théoreme 8.1.3.1, Ker(u) admet un sous-espace

supplémentaire W dans E. Soit
v : W — Im(u)
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1a restriction de v & W. Il est clair que v est linéaire. Montrons qu’elle est
bijective.

Par définition, si = € Ker(v), on a u(z) = 0, donc z € Ker(u), d’od
z € W NnKer(u) = {0}; donc z = 0. L’application v est donc injective.

Montrons que v est surjective. Soit y € Im(u). Il existe z € F tel que
u(z) = y. Or z s’écrit de fagon unique sous la forme :

z =z, + x3avec 21 € Ker(u)etzy € WL

D’ou, puisque u(z1) = 0, u(z) = u(z1 + 22) = u(z1) + u(x2) = u(z2).

Par suite y = u(z3) = v(z3), et v est une application linéaire surjective sur
Im(u).

On a ainsi démontré que tout supplémentaire de Ker(u) est isomorphe 2
Im(u). D’aprs le Théoréme 8.2.2.1, W a méme dimension que Im(«). Comme
dim(E) = dim(W) + dim (Ker(u)), on a bien dim(E) = dim (Im(v)) +
dim (Ker(u)).

8.2.3.4. Corollaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et soit u €
L(E,F).Alors:

a) rg(u) < dim(E); rg(u) = dim(E) si et seulement si u est injective.
b) rg(u) < dim(F); rg(u) = dim(F) si et seulement si u est surjective.
Démonstration. a) On a (Théordme du rang):

rg(u) = dim(E) — dim (Ker(u)) < dim(E).

rg(u) = dim(E) sietseulementsidim (Ker(u)) = 0,c’est-a-dire si et seulement
si Ker(u) = {0}; donc rg(u) = dim(E) si et seulement si u est injective
(Théoréme 7.2.2.3).

b) De méme rg(u) = dim (u(E)) < dim(F)et rg(u) = dim(F) si et seulement
sidim (u(E)) = dim(F), c’est-a-dire u(E) = F.Finalement, rg(u) = dim(F)
si et seulement si u est surjective.

8.2.3.5. Corollaire

Soient E' et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n et soit u
une applicationlinéaire de E dans F . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) u est un isomorphisme de E sur F.

b) u est injective.
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C) u est surjective.
d) u est de rang n.

Démonstration. Les conditions b) et d) sont équivalentes d’apres le Corollaire
8.2.3.4; de m&me ¢) et d) sont équivalentes. Donc b), ¢) et d) sont équivalentes.

11 est clair que a) = b).

Montrons que b) == a). Supposons u injective ; alors Ker(u) = {0}, donc
dim (Ker(u)) = 0. D’apres le Théoreme 8.2.3.3, dim (Im(u)) = dim(E) =
dim(F),d’od Im(u) = F et u est surjective, donc bijective. u

8.2.3.6. Remarque

La proposition précédente est trés importante dans la pratique car elle permet
d’affirmer (en particulier) qu’un endomorphisme est bijectif d&s qu’on sait qu’il
est injectif ou surjectif. Mais ce n’est plus vrai en dimension infinie. Ainsi
I’application linéaire D : K[X] — K[X] qui, 2 tout polyndme, associe sa
dérivée est surjective mais non injective.

8.2.3.7. Corollaire

Soient E\ et E, deux sous-espaces vectoriels d’ un K-espace vectoriel E de
dimension finie. On a

dim(El + Ez) = dim(El) =+ dim(Ez) — dim(E1 N Ez).

Démonstration. Considérons 1'application « : E; x E, — E définie par

u(z1,22) =21+ 22, 71 €EEy, 2 € B,

Elle est évidemment linéaire et Im(u) = E; + E; par définition de 1a somme
de deux sous-espaces vectoriels. D’autre part :

Ker(u) = {(z,y) €E1xE; :z2+y=0}
= {(z,—z):z€ E1NEy}.
L'application ¢ — (z, —z) de Ey N E; sur Ker(u) est un isomorphisme

d’espaces vectoriels (pourquoi?), d’od dim (Ker(u)) = dim(E; N E,). Alors,
d’apres le Théoreme 8.1.3.5 et le Théordme 8.2.3.3 appliqué a «, on a

dim(El) +dim(E;) = dim(El b4 Ez)
dim (Ker(u)) + dim (Im(u))
djm(El n E'z) + dim(El + Ez),

d’oi notre assertion. 0
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8.3. Dualité
8.3.1. DUAL D’UN ESPACE VECTORIEL

Rappelons qu’une forme linéaire sur un K-espace vectoriel E est une appli-
cation linéaire de E dans K.

D’apres le Théoréme 7.3.2.2, ’ensemble L( E, K) des formes linéaires sur £
est un espace vectoriel. On 1’appelle I’espace vectoriel dual ou simplement le
dual de F et on le note E*.

8.3.1.1. Notation

Siz € Eetu € E*, posons u(z) =< u,z >. Alors, comme u est linéaire
et E* est un espace vectoriel, on a
<u,r+y>=<u,z>+<u,y>

(83.1.1) <y, Adr>=A<uz>
<u+v,z>=<uy,z>+<v,z>

<Ay,z>=A<u,z>.
quels que soientu,v € E*, z,y€ Eet A € K.

8.3.1.2. Exemple

Soit E 1’espace vectoriel des fonctions continues sur un intervalle [a, b] de R
et  valeurs réelles. En posant

un= [ ' s

pour toute f € E, on obtient une forme linéaire sur E.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, le Théordme 8.2.1.1
montre que E* est de dimension finie égale A la dimension de E puisque
dimg (K) = 1. Nous allons construire une base de E*.

Supposons E de dimension finie n et soit (ey, ..., e,) une base de E. Donnons-
nous n scalaires o, ..., x, quelconques ; d’aprés le Théoréme 7.2.3.4, il existe
une forme linéaire u et une seule telle que

u(er) =1, u(ez) =xa, ..., u(ey) =ox, .

On peut donc définir n formes linéaires ej , €3, ..., €}, en posant
<ef,ej>=1sii=jet <ej,e; >=0sii#£j
c’est-a-dire < e}, e; >= 6;; o le symbole 8;; appelé symbole de Kronecker

est défini par
1 si 1=j
bij = C
0 si i#£j
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8.3.1.3. Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit (ei, ..., e,) une base
de E. Les nformes linéaires et , ..., e}, de E* définiepar < e} ,e; >= b;; forment
une base de E*,donc E* est de dimension n.

Démonstration. a) Les e} engendrent £*. Soit u une forme linéaire quelconque.
I1 existe n scalaires o<y, o3, ..., X, tels que

u(er) =1, u(ey) =z, ..., u(e,) =0y, .

n
Alors pour tout ¢ = E Aje; € E,ona
j=1

u(z) = Mu(er) + .+ Anu(en) = At &1 +... + Ap 0Xp .

Or par définition de e}, on a:
ei(z) =) Ajel(e;) = i,
ji=1
donc
u(z) =1 ef(2) + ..+ xn e () = (o1 €] + ...+ xp €})(2)

et par suite
u =0 €] + ..+ Xn €,

ce qui montre que les e} engendrent E*.
b) Les ¢ sont linéairement indépendantes dans E*.

Soit (ay, ..., a,) une suite de scalaires tels que :

aje; + aze; + ...+ aney, = 0.

Alors pour tout € E,ona

“aref (x) + ey (z) + ... + anep(z) = 0.

En particulier pour chaque j € [1, »] nous aurons

n n
E a; e (¢;) = Z a;;; = a; =0,

i=1 i=1
dodla) =a3=...=a, =0.

Ainsi la relation ajef + ...+ aqe;, = Oentraine a; = ... = a, = Oetla

famille {ef, ..., er} est libre. Elle forme donc une base de £*.
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8.3.1.4. Définition

La base (e}, ..., e}) de E* associée a la base (ey, ..., en) de E s’appelle la
base duale de la base (e, ..., e,) de E.

8.3.1.5. Remarques

n
a)Siz = Z/\j&j € E,ona
j=l1

e(2) =3 Ajel(e) = M.
j=1

Pour cette raison, on dit que e est la ¥ forme coordonnée relative 2 la
base (e, ..., €n).

b) Siu € E*, alors u =oc; ef + ...+ o, e, 00 o =< u, €; >.

¢)(<u,z>=0pourtoutu € E*) <=z =0.

En effet, I’hypothdse montre que < e,z >= 0 pour tout indice i €
{1,2,...,n} <= (les coordonnées de z sont nulles).

8.3.2. BIDUAL D’UN ESPACE VECTORIEL
8.3.2.1. Définition

Soit Eun K-espace vectoriel. On appelle bidual de E et on note E** I’ espace
vectoriel dual de E*.

Si FE est de dimension finie, on a d’apr2s le Théoréme 8.3.1.3.

dim(E**) = dim(E*) = dim(E).

Nous allons définir une application de E dans £** de la manidre suivante:
soitz € E; Atout u € E* associons sa valeur au point z. On définit ainsi une
application 7; de E* dans K et d’apres les formules (8.3.1.1), T est une forme
linéaire sur E*, autrement dit 7, € E**.

Posons
J@)=Tyet <u,J(z)>=< u,z>.
D’apres les formules (8.3.1.1), ’application J : E — E** est linéaire. On
I’appelle le morphisme canonique de E dans E**,

Nous allons montrer que si E est de dimension finie, alors le morphisme
canonique est un isomorphisme.
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8.3.2.2. Théoreéme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors le morphisme
canonique x — T, de E dans E** est un isomorphisme.

Démonstration. Nous savons déja que dim(E) = dim(E**). U suffit donc,
d’aprds le Corollaire 8.2.3.5, de montrer que J est injectif. On a les équivalences
suivantes :

z €Ker(J) < J(z)=0<+<=<u,J(z)>=0pourtoutu € E*
< <u,z>=0pourtoutu € E* <=z =0.

La dernitre équivalence logique résulte des Remarques 8.3.1.5.
Ainsi J est injective, donc bijective.

En général, on identifie un espace vectoriel £ de dimension finie 2 son
bidual £** A I’aide de I’isomorphisme J. On identifie le vecteur z et la forme
linéaire T;, définie A partir de z. Ainsi z peut &tre considérée comme une forme
linéaire sur E*, ce qui permet d’écrire indifféremment :

u(z) =< u,z >=< z,u>.

Ainsi un espace vectoriel de dimension finie et son bidual jouent des roles
parfaitement symétriques.

8.3.2.3. Remarque

Si E n’est pas de dimension finie, on démontre que le morphisme canonique
est toujours injectif, mais pas nécessairement surjectif et E est seulement un
sous-espace vectoriel de E**.

8.3.3. ORTHOGONALITE
8.3.3.1. Dé¢finition

Soient E un K-espace vectoriel, z € E et u € E*. On dit que u et z sont
orthogonaux si < u,z >=0.

On dit qu’une partie A de E est orthogonale 2 une partie B de E* si tout
élément de A est orthogonal A tout élément de B.

Si A est une partie de F, on appelle orthogonal de A dans £E*, et on note A°,
I’ensemble des formes linéaires « sur E' qui vérifient < u,z >= 0 pour tout
z € A

De méme si B est une partie de £*, I’orthogonal de B est 1'ensemble
(8.3.3.1) By ={z € F :<u,z >=0pourtout u € B}.

Les formules (8.3.1.1) montrent immédiatement que pour toute partie A de
E, I’ensemble A° est un sous-espace vectoriel de E* et pour toute partic B de
E*,I’ensemble B; est un sous-espace vectoriel de E.
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8.3.3.2. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n. On appelle hyperplan
vectoriel de E tout sous-espace de dimension (n — 1).

Le théordme suivant donne une caractérisation des hyperplans a ’aide des
formes linéaires.

8.3.3.3. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit u une forme
linéaire non nulle sur E. Alors le noyau de u est un hyperplan vectoriel de E.
Réciproquement, si H est un hyperplan vectoriel de E, il existe une forme linéaire
non nulle u dont le noyau est H, et toute forme linéaire v dont le noyau est H
est proportionnelle @ u.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel Im(x) de K est de dimension 1.
D’apres le Théoreme 8.2.3.3, dim (Ker(u)) = n — 1, donc Ker(u) est un hyper-
plan.

Réciproquement, soit H un hyperplan vectoriel de E et soit (ey, ..., en—1)
une base de H que nous complétons en une base (ey, ..., e,) de E. Considérons
1a forme linéaire u définie par

u(e;) = Opouri=1,2,...n—1
u(ep,) = 1.
Tl est clair que Ker(u) = H. Si v est une forme linéaire telle que Ker(v) = H,

posons &= v{ey, ) et considérons la forme linéaire v— oc u. o< est non nul puisque
H#E.

On a d’une part (v— o u)(en) = 0 et, d’autre part (v— o u)(e;) = 0 pour
i=1..,n—-1,

Donc v— o u = 0, soit v = u.

8.3.3.4. Théoré¢me

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F' un sous-espace
vectoriel de dimension m. Alors :

a) F° est de dimension n — m ; autrement dit :
dim(F) 4+ dim(F°) = dim(E);
b) (F°)* = F.
Démonstration. a) Soit (ey, ..., e,,) une base de F. D’apres le théoréme de la

base incomplete, il existe des vecteurs e, 41, ..., e, de E tels que (ey, ..., e, ) soit
une base de E. Soit (e}, ..., €};) 1a base duale de E*.
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Pour qu’un vecteur f =1 e} +...4+ x, e}, de E* soitorthogonala F, il faut
et il suffit que pour tout z € F',on ait f(x) = 0, et en particulier f(e;) = O pour

*

i=1,2,...,m.Comme f(e;) =ox;,0n voit que f =cXm41 €y pq + -+ Xy €5,
Réciproquement, tout élément f de E* de la forme précédente vérifie f(z) =0
pour tout z € F, donc est dans F°. Donc F'° admet pour base (e}, ,;, -, €}),
d’ob le a).

b) Soit z un élément de F'; = est orthogonal & F°, donc z € (F°)°, et par suite
F C (F°)°. D’aprés le a), on a dim [(F°)°] = n — (n — m) = m = dim(F).
Le Théor2me 8.1.3.1, b), appliqué & F et (F'°)° montre alors que F' = (F°)°.

8.3.4. TRANSPOSEE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u une application linéaire de F
dans F'. Nous nous proposons de définir une application linéaire de F™* dans E™*.
Pour cela, considérons une forme linéaire ' sur F'. Alors I’application composée
¥ ou est une forme linéaire sur E, c’est-3-dire un élément de £*.

Ainsi, étant donnée une application linéaire u de F dans F', A tout élément 3/
de F* il correspond un élément y’ ou de E*. On peut donc définir une application
‘y : F* — E* en posant

tu(y') = you quel quesoity’ € F*.

8.3.4.1. Définition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels E* et F* leurs espaces duaux et
u ¢ E — F une application linéaire. On appelle transposée de u, et on note
tu, I'application linéaire *u : F* — E* définie par *u(y') = y ou pour tout
y € E*,

On a par définition
(‘u(¥)) (2) = (Y ou)(z) = ¢ (u(=))
pour tout £ € E, ou encore
(8.34.1) <tu(y),z >=< v, u(z) >
quels que soientz € Eety € F*.
Laformule (8.3.4.1) s’appelle 1a formule fondamentale de Ia transposition.

Montrons que I'application ‘u est linéaire. Soient y;,3, € F™*. Pour tout
z € E,ona
< ‘u(y +4h), 2 >=< y + v, u(z) >;
d’apres (8.3.4.1) on obtient
<y + %, u(z) >=< y,u(z) > + <y, u(z) >
=< fu(yy),z > + < fu(yy), z >=< 'u(y) + ‘u(yy),z > .
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D’oi
fu(yl + 1) = Tu(l) + tu(y).

On vérifierait de méme que ‘u(Ay’) = Atu(y’) pour tout ¥ € F* et pour
tout A € K.

-8.3.4.2. Théoréme
L application u — *u posséde les propriétés suivantes :
a) Soient E, F deux K-espaces vectoriels, u,v € L(E,F)et A\ € K;ona
Hu+v) = tus to; (Au) = M.

b) Si E et F sont de dimension finie, et siu € L(E, F)ona'(*u) = u.

¢) Soient E| F, G trois K-espaces vectoriels, u € L(E,F)etv € L(F,G).On
a *(vou) = ‘uotv.

d) Soit E un K-espace vectoriel et soit v € L(E). Si u est un automorphisme
de E, u est aussi un automorphisme de E* et (*u)~! =* (u™!). La transposée
de I'application identique de E est I’ application identique de E™*.

Démonstration.

a) Pourtout y’ € F*etpourtout 2z € E,ona

<¥,(u+v)(z) >=<¢,u(z) + v(z) >
<y, u(z) >+ <y, v(z) >
< tu(y),z >+ < 'v(y),z >

= < (u+ ) (@) z>,

< Hu+v)(y),z>

d’olr
Hu+ o)) = ('ut ') (¥)

et par suite Hu+v) = tut tu.

On vérifie de méme que *(Au) = A'u.
b) Puisque u € L(E, F),ona‘u € L(F*, E*), donc (*u) € L(E**, F**).

Soientdoncz € E** = FEety € F*.Ona

< (=), ¥ >=< =, ‘u(y) >=<u(z),y >,
d’ob *(*u)(z) = u(z) pourtout z € E et par suite *(*u) = u.
c) Soient = € E et 2’ € G*. On a, en appliquant la formule (8.3.4.1),
< Y(wou)(2'),z> = <z,v(u(z)) >=< ('), u(z) >
= < 'u(tv(z)),z >,

d’ob *(vou)(z') = *u (*v(2’)) et par suite *(vou) = ‘uotv.
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d) Pour établir (iv) montrons d’abord que si u est 1’application identique de E,
alors *u est I’application identique de E*. En effet, pour toute forme linéaire y’
sur F etpourtoutz € F,ona

< tu(y),z >=<y,u(z) >=< ¢,z >,

d’oi u(y’) = Idg-(y') et par suite ‘u = Idg..

Si maintenant « est un automorphisme de E, soit u~! I’automorphisme
réciproque. On a wou™! = u~lou = Idg.

On en déduit, en appliquant ¢)
uNotu = tuo'(u!) = *(ldg) = Idg-,

ce qui montre que *u est bien un automorphisme de E* et que (*u)~! = *(u~1).

8.3.4.3. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie,w : E — F
une application linéaire et *u sa transposée. Alors :

a) Le noyau de ‘u est égal a I'orthogonal de u(E) dans F*.
b) Le noyau de w est égal a I’ orthogonal de *u(F*) dans E.
¢) Le rang de u est égal au rang de ‘u.
Démonstration. a) Soit ¥’ € F*. On a les équivalences logiques suivantes :
y €Ker(fu) <= ‘'u(y) =0<= (< *u(y),z >=0pourtoutz € E)
<> (<y,u(z)>=O0pourtoutz € E) <=y € (u(E))° )

Donc
Ker(‘u) = (u(E))°.

L’assertion b) se démontre de 1a m&éme manidre.
Démontrons ¢). On sait (Théoréme 8.2.3.3), que

rg(u) = dim(E) — dim (Ker(u)) .

Comme dim(E) = dim(E*) et Ker(u) = (*u(F*))°, il vient, en appliquant
e Théortme 8.3.3.4,

rg(u) = dim(E*) — dim ((‘u(F"‘))o) = dim (*u(F*)) = rg(*u).
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Chapitre 9 : MATRICES

Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimension finie, il résulte de la
linéarité, qu’ une application linéaire u de E dans F est entiérement définie par
la donnée des images par u des vecteurs d’ une base B de E.

Si E et F sont munis de bases B et C respectivement, on est ainsi conduit & la
notion de matrice d' une application linéaire relativement aux bases B et C. Alors
la structure de I'ensemble des applications linéaires de E dans F détermine
les opérations sur les matrices: addition, multiplication par un scalaire, et
multiplication. En particulier, nous obtiendrons I’ algébre des matrices carrées
associé a I’ algeébre des endomorphismes d’un K -espace vectoriel E.

Ce chapitre est essentiel non seulement pour la suite du cours, mais également
pour les applications aux autres sciences.

Dans tout ce chapitre, on désigne par K un corps commutatif quelconque.

9.1. Généralités
9.1.0.1. Définition
Soit K un corps commutatif. On appelle matrice & m lignes et n colonnes

ou matrice de type (m,n) a coefficients dans K, un tableau rectangulaire
d'éléments de K de la forme

an a2 ... Ain

az a@p ... azn
M=

ami am2 ... Amn

Les a;; s’appellent les éléments de la matrice ; 1’élément a;; est situé 2
I’intersection de la ™ ligne et de la 7*™ colonne de M. On note souvent

M = (aij)1gi<m1<j<n

ou simplement M = (a;;) s’il n’y a pas de confusion possible.

Si K = R, on dit que la matrice M est réelle; si K = C, elle est dite
complexe.

Si m = n, on dit que M est une matrice carrée d’ordre n; les éléments
aii, a2, ..., Gny forment alors la diagonale principale de la matrice.
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Sin = 1, on obtient 1a matrice colonne :
ai

a1
M =

am1

Si m = 1, on obtient la matrice ligne:

M= (au az ... al,,).

Si M = (ai;) est une matrice de type (m, n) on appelle transposée de M,
et on note * M, la matrice * M = (b;;) de type (n, m) définie par b;; = aj;.

‘M est obtenue en permutant les lignes et les colonnes de M. On a:
(M) = M.

Une matrice carrée M = (aij) est dite symétrique si a;; = a;; quels que
soient 7 et j, c’est-a-diresi M = *M.

Une matrice carrée M = (a;;) est dite antisymétrique si ‘M = — M.

La relation *M = —M implique a;; = —a;j, d’oll a;; = —a;; et par suite
a;; = 0sile corps K est de caractéristique # 2.

Si M = (a;;) est une matrice complexe de type (m, n) lamatrice M = (a;;)
est appelée 1a matrice conjuguée de M, a;j €tant le nombre complexe conjugué
de a;;. Onappelle adjointe de M,etonnote M*,lamatrice M* = (M) = *M.
Si M est une matrice carrée et si M* = M, on dit que M est hermitienne.

On dit qu’une matrice carrée M = (a;;) est triangulaire supérieure si les
éléments situés au-dessous de la diagonale principale sont nuls, c’est-a-dire si
a;; = O pour ¢ > j. On définit de méme une matrice triangulaire inférieure.

Une matrice diagonale est une matrice carrée M = (a;;) telle que a;; = Ossi
i # 7.8i )y, ..., A, désignent les éléments diagonaux d’une matrice diagonale D,
nous écrirons
D = diag(Ay, ..., An).

On appelle matrice scalaire une matrice diagonale dont tous les €léments de
la diagonale principale sont égaux.

On appelle matrice unité d’ordre n, et on note I,, la matrice scalaire
d’ordre n dont les éléments de 1a diagonale principale sont égaux 4 un.

9.1.0.2. Exemple

L=

|
o
o
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Ces quelques définitions montrent déja 1’importance des matrices carrées.

L’ensemble des matrices de type (m, n) 2 coefficients dans le corps K se
note M,, »(K) et ’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
K se note M, (K).

9.2. Matrice d’une application linéaire

9.2.1. DEFINITIONS, EXEMPLES ET THEOREMES
9.2.1.1. Définition

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
B=(ei,....,en) une basede E,C = (fi, ..., fm) une base de F et u € L(E, F).
On appelle matrice de u par rapport aux bases B et C, et on note Matg ¢ (u),
la matrice (a;;) de type (m,n) dont la j** colonne est constituée par les
coordonnées du vecteur u(e;) par rapport a la base (fi, ..., fm)-

On a donc

(9:2.1.1) u(ej) = ayjfi + azifo + ...+ amj fm.

Si E = Fetsi B = C,onécritMats g(u) = Matg(u), et on ditque Matg(u)
est 1a matrice de ’endomorphisme u par rapport a la base B.

On notera que Matg ¢ (u) dépend en général de B et C méme lorsque 58 = C.
9.2.1.2. Remarque
Le nombre de lignes de la matrice de I’application linéaire v : £ — F est

égale A la dimension de F'; le nombre de ses colonnes est égal A 1a dimension
de E.

9.2.1.3. Exemple
Dans le plan rapporté A des axes rectangulaires, soient 7 = (1,0)etj = (0,1)

la base canonique. Cherchons la matrice de la symétrie u par rapport A 0.
y

- A

~

y
Onau(3) = —i = (-1,0); u(5) = =7 = (0, —1).
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La matrice M de u dans 1a base (7, 7) est donc:
-1 0
M= .
0 -1

9.2.14. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
B = (e1,...,e,) une base de E,C = (f1, ..., fm) une base de F. L’ application
qui,atout u € L(E, F),fait correspondre samatrice Matg ¢ (u) par rapport aux
bases B et C est une application bijective de L(E, F') sur I'ensemble M, ,(K)
des matrices de type (m,n).

Démonstration. Siuetu’sont deux élémentsde L(E, F)tels queMatg ¢(u) =
Matg ¢(u'), alors on a pour tout indice j, u(e;) = (e;) et donc par linéarité
u(z) = u'(z) pourtout ¢ € E, i.e. u = u' et I'application est injective.

Soit M = (a,;) une matrice de type (m, n) & coefficients dans K ; consi-
dérons les n vecteurs y; de F':

Yi =a1jf1+agjf2+...+amjfm; 1<j<n

On sait (Théoréme 7.2.3.4), qu’il existe une application linéaire unique v :
E — Ftelleque u(e;) = y; pour toutindice j,donctelleque Mats ¢(u) = M ;
donc I’application u — Matg ¢ (u) est surjective, ce qui acheve la démonstra-
tion du théor2me.

D’apres ce théor2me, toute matrice M de type (m, n) peut &tre considérée
comme la matrice d’une unique application linéaire ups de K™ dans K™ rela-
tivement aux bases canoniques de ces espaces. On dit que us est 1’application
linéaire associée 2 M. On peut donc définir I'image, le noyau et le rang de M
comme étant respectivement 1’'image, le noyau et le rang de u,s. En particulier,
I'image de ups est le sous-espace vectoriel de K™ engendré par les images des
éléments de la base canonique de K™, c’est-a-dire par les colonnes de M. Ces
remarques nous permettent de définir le rang de M comme étant la dimension
du sous-espace vectoriel de K™ engendré par les n colonnes de M ; c’est aussi
le nombre de colonnes de M qui sont linéairement indépendantes.

Nous verrons plus tard comment calculer le rang de M.

9.2.1.5. Théoréme

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
(e1,...,en) une basede E, (f1, ..., fm) une base de F,et u € L(E, F). Alors le
rang de u est égal au rang de la matrice de u par rapport aux bases (ey, ..., e,)

et (fl, ceey fm)

Démonstration. Soit A = (a;;) la matrice de u par rapport aux bases (ey, ..., e,)
et (f1,..., fm). Il s’agit de comparer rg(A) et rg(u).
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Soient (e], ..., e},) la base canonique de K", (f{, ..., f},) 1a base canonique
de K™ et u 4 I’application linéaire de K™ dans K™ associée & A. Soit ¢ I’'unique
isomorphisme de E sur K™ défini par ¢(e;) = ¢ pour 1 < j < n et soit ¢
I’'unique isomorphisme de F sur K™ défini par ¥(f;) = f/ pour1 < i < m.

Montrons d’abord que le diagramme

u

E > F
P ¥
K" 7 K™

est commutatif.

Pour tout j € [1,n],0ona

¥ (u(ej)) = ¢ (Z aijfi) = E a;;¥(fi) = Z ai; fi
i=1

i=1 i=1

(You)(e;)

1l

ua(e;) = ua (p(e;)) = (vaop)(e;)-
Par linéarité, on en déduit que You = ug0p. D’old

rg(You) = rg(uaop),

soit
dim ((u(E))) = dim (ua(p(E)))
ou, puisque ¢ et i sont bijectives,

dim (u(E)) = dim (ua(K"™)).

Par suite, on a rg(u) = rg(uy) = rg(A).

9.2.1.6. Théoré¢me

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (ey, ..., e,) une
base de E et {z,, ..., zp} une famille de p vecteurs de E définie par

n
T = E a;je; (1<j<p).

i=1

Alors le rang de la famille {z,,...,z,} est égal au rang de la matrice
M = (aij)iign,1<i<p-
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Démonstration. Soit u 1’application linéaire de K? dans E qui envoie les €1é-
ments (e, ..., €,) de 1a base canonique de K? sur les vecteurs z; donnés:

u(ej) = zj (1<ji<p).

La matrice de I’application linéaire u par rapport aux bases (e, ..., ep) et
(1, ..., en) estjustement M = (a;;)etd’apresle Théoreme 9.2.1.4,0onarg(u) =
rg(M). .

Or, le rang de 1a famille {z;, ..., z, } est 1adimension du sous-espace vectoriel
engendré par cette famille et d’apres la construction de u, ce sous-espace est
identique 2 Im(u). Donc le rang de la famille {1, ..., z,} est égal au rang de u,
c’est-a-dire au rang de la matrice M.

9.2.1.7. Théoréme

Conservons les notations du Théoréme 9.2.1.4. Soient u € L(E,F) et
M = (aij) la matrice de u par rapport aux bases (ei, ..., e5) et (f1, ..., fm).
Alors si z est un vecteur de E défini par ses coordonnées (1, ..., z,) par rapport
a la base (ey, ..., e,) les coordonnées (y1, ..., ym) de y = u(z) par rapport & la
base (f1, ..., fm) sont données par les formules

N = anx) + a2 + ...+ ainy,

Y= anT + a0z + ...+ AG2ny
(92.12)

Ym = am1Z1 + 222 + ... F Qi Ty«

Démonstration. On a
n n
y=u(z)=u E zje; | = Z :cju(e_,-).
j=1 i=1

D’apres 1a formule (9.2.1.1), cette expression vaut

n m
> o (3 aus).
Jj=1 i=1

En regroupant les termes par rapport aux f;, il vient:

y=(euz1+ ..+ amnz)fi+ ...+ (@miz1 + ... + @GmnZn) fm-

D’ol
Yi =ai1T1+ ... + GinZy

pour tout ¢ € [1, m].
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9.2.1.8. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (e, , ..., en) unebasede E, (f1, ..., fm)
une basede F, (7, ...,e},) et (f1, ..., fv) les bases de E* et F* respectivement
duales des bases données. Alors si u € L(E, F) et si A est la matrice de u par
rapport aux bases (ey, ..., en) et (f1, ..., fm), la matrice de la transposée v par
rapport aux bases (ft, ..., fx) et (e}, ...,e4) est * A.

Démonstration. Posons A = (a;;)1<i<m,1<j<n- ONa

m

u(e;) =) axife-
k=1
Par définition de la base duale (f7, ..., fr,).ona
< fi, fi >= 65 (1<i4,5<m).
Donc
< f,-*,u(ej >= a;j.

Soit (b;;) 1a matrice de *u € L(F*, E*) par rapport aux bases (fy, ..., f,)
et (ef,...,e;).Ona

n
tu(f;) = Z bkje;.
k=1
D’od, puisque < e}, e; >= b;,
< 'u(f;),e,- >= b,'j.
Comme
< tu(f;),e.- >=< f_,'-“,u(e;) >,
d’apres la formule (8.3.4.1), on a bien b;; = a;;.

9.2.1.9. Remarque

Drapres le Théoreme 8.3.4.3, toute matrice A de type (m, n) a méme rang r
que sa transposée ! A et r est aussi le nombre maximal de lignes de A linéairement
indépendantes.

9.3. Opérations sur les matrices

Nous définirons les opérations sur les matrices a partir des opérations cor-
respondante sur les applications linéaires.

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K, (e, ..., e;) une base de E,
(f1,-.., fm) une base de F, u et v des ¢éléments de L(E, F'). Soient M (u) et
M (v) les matrices de u et v respectivement par rapport aux bases (e, ..., e,) et

(fl;---,fm)'
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9.3.1. EGALITE DE DEUX MATRICES

Les deux applications linéaires u et v sontégales siet seulement si u(e;) =
v(e;) pour tout j € [1, n], c’est-a-dire

ajh+ah+..+amifm =bijfi +bifa+ ...+ bmjfm.

Donc u = v si et seulement sia;; = b;j,pouri=1,...,netj=1,...,m,ce
qui nous conduit A 1a définition suivante :

9.3.1.1. Définition

On dit que deux matrices A = (a;j) et B = (b;;) de type (m, n) sont égales
siona
a;j = bij

quels que soient i et j.

9.3.2. ADDITION DES MATRICES

Conservons les notations précédentes et notons S = (s;;) la matrice de
I’application linéaire u + v. On a

(‘u + ’U)(ej) = u(e_,-) -+ v(e_,-) = aljfl + ...+ amjfm + bljfl + ...+ bmjfm
= (a1 +bij)fi + ...+ (@mj + bmj) fn-
D’ol
8 = aj; + byj.

On peut donc poser la définition suivante :

9.3.2.1. Définition

Si A = (ai;) et B = (bij) sont deux matrices de type (m, n), on appelle
somme de A et de B, et on note A + B, la matrice de type (m,n) dont les
éléments sont a;; + b;; quel que soit (i, §) € [1,m] x [1,n].

On adonc M(u + v) = M(u) + M(v).

11 est clair que si A et B sont des matrices de type (m, n), on a

“(A+B)='A+ 'B.

On vérifie facilement que 1’addition des matrices est une opération associa-
tive, commutative, et qu’elle possede un élément neutre noté 0 : ¢’est 1a matrice
dont tous les éléments sont nuls. Enfin toute matrice A = (a;;) posséde une ma-
trice opposée notée — A et définie par —A = (—a;; ). Autrement dit, I’ensemble
des matrices de type (m, n) est un groupe abélien pour 1’addition des matrices.
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9.3.3. MULTIPLICATION D*UNE MATRICE
PAR UN SCALAIRE

Avec les notations précédentes, soit M (Au) = (a};), A € K, lamatrice de Au
par rapport aux bases (ey, ..., €5) €t (f1, ..., fm). On a pour tout j € [1, n],

(Mu)(ej) = A (u(e;)) = A (Z a.-,-f,-) = (Aaij)fi.
i=1 i=1
Donc, quel que soit (¢, j) € [1,m] x [1,n],
aj; = ha;j

d’oil 1a définition

9.3.3.1. Définition

Si A = (ai;) est une matrice de type (m, n), le produit de A par le scalaire A
est la matrice A A obtenue en multipliant tous les éléments de A par A.

On a donc M (Au) = AM(u).
11 est clair que si A est une matrice de type (m,n),ona
Y(AA) = XA,

9.3.3.2. Théoré¢me

L’ensemble M, ,(K) des matrices de type (m,n), muni des opérations
(A,B) — A+ Bet (A, A) — AA, est un espace vectoriel de dimension mn.

Démonstration. Il est immédiat que si A et B sont des matrices de type (m, n)
et si A et u sont des scalaires, alors

MA+B)=AA+AB;(A+p)A =+ pA
AMpA) = (Ap)A;l1- A=A,

Comme M, (K est un groupe abélien pour 1’addition des matrices, c’est
un espace vectoriel sur K,

Si E et F sont des K -espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
rapportés a des bases, alors 1’application u — M (u) est un isomorphisme de
I’espace vectoriel L(E, F') sur I’espace vectoriel My, ,(K). Comme L(E, F)est
de dimension mn d’apres le Théoréme 8.2.1.1, M, , (K) est aussi de dimension
mn.

Pour trouver une base de 1’espace vectoriel My, ,(K), considérons les mn
matrices E;; de type (m, n) qui contiennent un 1 A I’intersection de 1a i ligne
et de la 7%° colonne et des zéros partout ailleurs.
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Si A =(aij) € Mmn(K),0na

m n

A= Z Z a,-jE,-j,

i=1 j=1

donc les matrices E;; engendrent I’espace vectoriel My, ,, (K). Ces matrices sont
m n

linéairement indépendantes car la relation Z Z a;; E;; = 0implique a;; =0
i=1 j=1
quels que soient ¢ € [1,m]et j € [1,n].

Donc les (E;j)1<i<m,1<j<n forment une base de M., »(K') appelée base
canonique de M, »(K).

9.3.4. PRODUIT DE DEUX MATRICES

Soient E, F,G trois espaces vectoriels sur K, (e1,...,en), (f1, .-, fm)>
(91, -..,9r) des bases de E, F et G respectivement. Soient u un ¢lément de
L(E, F),vunélémentde L(F,G), M(u) = (a;;) et M(v) = (b;;) les matrices
de u et v par rapport aux bases données.

Nous nous proposons de chercher 1a matrice de vou par rapport aux bases
(e1y..-ren) et (g1s ..., gr).

Posons
M (vou) = (cij).

On a quel que soit j € [1,n],

(vou)(ej) = v (u(e;)) =v (2 akjfk) = arjv(fk)

k=1 k=1

m r m r
= Z af; ( b.-kg,-) = Z E akjbilcgi
i=1

k=1 k=1 i=1

= E( bikakj) gi-
k=1

i=1

Dong, par définition de ¢;j, on a

m
Cij = E bikak;,
k=1

d’oil 1a définition suivante :
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9.3.4.1. Définition

Soient A = (a;;) une matrice de type (m,n) et B = (b;;) une matrice de
type (n,r) a coefficients dans K. On appelle produit de A par B, et on note AB,
la matrice de type (m, r) dont I’ élément c;; situé a I'intersection de la i*° ligne
et de la ¥ colonne est donnée par :

(9.3.4.1) Cij = Z a;kbkj.
k=1
On a donc M(vou) = M(v) - M(u).

9.3.4.2. Remarque

Le produit AB n’est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B,

L’expression de c;; s’ obtient & partir de la ligne d’indice ¢ de A et delacolonne
d’indice j de B. On dit que I’on fait le produit AB «lignes par colonnes ».

9.3.4.3. Exemples

2 4
1 1 2 1 6 | = 9 14
3 5 1 3 5 14 44
Propriétés du produit

a) Si A, B, C sont des matrices telles que les différents produits ci-dessous soient
définis et si A est un scalaire quelconque, on a

A(B-C)=(A-B)C

A(B+C)=AB+ AC;(B+C)A=BA+CA
A(AB) = (A4)B = A\(AB).

Ces propriétés se démontrent en utilisant des propriétés bien connues des
applications linéaires. Si par exemple u : K" — K’, v : K™ — K" et
w : K™ — K™ sontdes applications linéaires dont les matrices sont A, Bet C
respectivement par rapport aux bases canoniques, alors la matrice de uo(vow)
est A(BC) et 1a matrice de (uov)ow est (AB)C. Comme (uov)ow = uo(vow),
on a I’égalité A(BC) = (AB)C.

Les autres égalités se démontrent de méme.
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b) Le produit de deux matrices n’est pas commutatif en général.

¢) Puisque £(E) est un anneau pour 1’addition et la composition des applica-
tions, I’ensemble M, (K) est un anneau pour I’addition et Ia multiplication des
matrices, 1’élément unité étant la matrice unité d’ordre n. Cet anneau posséde
des diviseurs de zéro car on a par exemple, si n = 2,

0 0 0 0 0 0
1 0 0 1) \o 0/
M, (K) est méme une K -algtbre et 1’application u — M (u) de L(E) dans
M, (K) est un isomorphisme d’algbres.
d) Si le produit AB est défini, ! B* A I’est aussi et on a
{(AB) = 'B'A.
C’est immédiat.

e) En revenant an Théoréme 9.2.1.7, les équations (9.2.1.2) montrent que si

I W

T2 ¥
X= . et Y=

In Ym

sont les matrices colonnes des composantes de z dans labase (ey, ..., e,) de E et
des composantes de y = u(z) dans labase (fi, ..., fm) de F, 1a i* composante
de y est le produit de 1a ¥ ligne de M par la matrice colonne X. On obtient
ainsi la traduction matricielle de la relation y = u(z) : Y = M X, soit

n a1y a2 ... Ain z1
] azi ay .. ain z2
Ym ami1 AQma ... Qmn Zn

9.4. Matrices inversibles.
Changement de bases

94.1. MATRICES INVERSIBLES
9.4.1.1. Définition

Ondit qu’ une matrice M € M, (K) est inversible ou est régulidre s’il existe
une matrice A € M, (K) telle que
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(94.1.1) MA=AM =1,.
Lamatrice A est alors unique ; on lanote M ~! et on I’appelle ’inverse de M.

L’ensemble des matrices carrées inversibles d’ordre n A coefficients dans K se
note GL(n, K). On vérifie facilement que G L(n, K'), muni de la multiplication
des matrices, est un groupe non commutatif en général. On I’appelle le groupe
linéaire & n variable sur le corps K ; ce groupe n’est rien d’autre que le groupe
multiplicatif des éléments inversibles de 1’anneau M, (K).

Les groupes GL(n, K) et leurs sous-groupes s’appellent les groupes clas-
siques. Leur étude a constitué une étape importante le développement de 1a
théorie des groupes dont les applications & I’algebre, A I’analyse moderne et 3 Ia
physique sont nombreuses.

94.1.2. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n,(ey, ..., e,) une base
de E et uun endomorphisme de E. Pour que lamatrice M (u) de u par rapport @
la base (ey, ..., en) soit inversible, il faut et il suffit que u soit un automorphisme
de E. Alorsona . i

M@u™) = (M(u) .

Démonstration. Posons A = M (u). Si A est inversible il existe B € M,(K)
telle que
AB=BA=1,.

L'application u +—— M (u) de L(E) sur M,(K) étant bijective, on peut
considérer I’application linéaire v associée & B. Elle est telle que

uov = vou = ldg,
donc u est bijective et v est sa bijection réciproque: v = u~!,
Réciproquement, si u est bijective, u~! existe et
M(u) M(u™) = M(uou™') = M(Idg) = I,
M(u™) M(u) = M(utou) = M(Idg) = I,.

Par suite, M (u) est inversible et (M(u)) ™' = M(u™1).
9.4.1.3. Théoréme
Soit A € M,,(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est inversible.

b) * A est inversible.
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¢) Les lignes de A (considérées comme vecteurs de K™) sont linéairement indé-
pendantes.

d) Les colonnes de A (considérées comme vecteurs de K™) sont linéairement
indépendantes.

€) Aest derang n.

Démonstration. a) = b) Les relations AA~! = A=A = I, impliquent
par transposition, (A~1)*A = !'A}(A~!) = I,, donc *A est inversible et
(t4)1 = (4.

b) —> a) Il suffit d’échanger les roles de A et * A et d’observer que *(*A) = A.

On a a) <= e) d’apres le Corollaire 8.2.3.5 car cela revient A dire qu’un
endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n est inversible
si et seulement si rg(u) = n.

On a ¢) <= ¢) d’aprds la Remarque 9.2.1.9. Enfin d) <=> ¢) d’aprds les
remarques qui suivent le Théorme 9.2.1.4, ce qui ach&ve la démonstration du
théoréme.

9.4.2. CHANGEMENT DE BASES

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une premitre base
B = (ey, ..., en) appelée «ancienne base ». Tout vecteur z de E s’écrit de fagon
unique

z=2z1€1 + ... + Tney.

On est souvent conduit a calculer les coordonnées 1, x5, ..., z}, du vecteur
par rapport 2 une autre base B’ = (fi, ..., f») de E appelée «nouvelle base ».

~ Avant d’examiner ce probléme, nous poserons la définition suivante.
9.4.2.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimensionn,B = (ey,...,e5) et B' =
(fi, .. fn) deux bases de E. On appelle matrice de passage de la base B d la
base B' la matrice carrée P d’ordre n dont la 5% colonne est formée par les
composantes de f; par rapport a la base B.

Autrement dit, si P = (a;j),0ona

n

(9.4.2.1) fj = Z aij€;.

i=1
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9.4.2.2. Remarque

Il existe un endomorphisme u de E, et un seul, tel que pour j € [1, n],onait:
u(e;) = Jj-

Les formules (9.4.2.1) montrent que P est la matrice de u par rapport 2 la
base B. Comme u est un automorphisme de F (puisqu’il transforme une base de
E en une base de E), P est inversible:

P € GL(n,K).

9.4.2.3. Remarque

Lesrelations (9.4.2.1) etles relations Idg(f;) = f;( = 1,2, ..., n)montrent
que P est la matrice de 1’application identique de F par rapport aux bases B’ et
B (bien noter 1’ordre dans lequel doivent &tre prises les bases).

94.24. Théoréme

Conservons les notations précédentes. Alors la matrice de passage de la
base B' a la base B est P~1.

Démonstration. Désignons par P’ 1a matrice de passage de la base B’ A 1a base
B. Considérons le diagramme

Idg Idg
E — E
B B’

—

E.
B

En passant aux matrices associées relativement aux bases indiquées, ce dia-
gramme se traduit par PP’ = I,,. De méme,ona P’P = I,, donc

P =p!

9.4.2.5. Remarque

Nous venons de voir qu’une matrice de changement de base est inversible.
Nous allons montrer que, réciproquement, une matrice inversible P et une base
B d’un espace vectoriel E étant données, P est la matrice de passage de la base
B 2 une base unique B’ de E.

Soient en effet P = (a,;) une matrice carrée inversible d’ordre n et B =
(e1,...,e,) une base d’un K-espace vectoriel E de dimension »n. Si fi, ..., fa
sont les n vecteurs de E définis par

fj = aije1 + ...+ anjeq,
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alors ’endomorphisme u de E tel que u(e;) = f; admet P pour matrice par
rapport 2 1a base B, donc est un automorphisme de E. Donc (Théoréme 7.2.34
d)), B = (fi,-.., fn) est une base de E et P est évidemment la matrice de
passage de la base B ala base B’.

o Influence d’un changement de bases sur les composantes d’un vecteur.

9.4.2.6. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n,B = (ey,...,e,) et B' =
(fi, .-, Jn) deux bases de E, P = (a;i;) la matrice de passage de la base B a
la base B'. Soient x un vecteur de E, X (resp X') la matrice colonne de ses
coordonnées dans I' ancienne base B (resp. dans la nouvelle base B'). On a la
relation X = PX'.

Démonstration. Posons

2 n
Zz 77}
X = . et X' =
Zn Yn
On peut écrire
n n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1 \j=1

D’autre part, on peut écrire z sous la forme
n

= z Zi€;.
i=1

En identifiant ces deux demires expressions de z, on voit que
n
Ty = Z aijYj, i= 1,2, eey 1T,
=1
ce qui s’écrit matriciellement:
X =PX'.

Insistons sur le fait que ce sont les «anciennes » composantes (; )1 <j<n que

I’on calcule en fonction des «nouvelles » composantes (y; )1<j<n par I'intermé-

diaire de la matrice de passage. Naturellement, on peut également exprimer X'
en fonctionde X :

X' =pPlx.
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9.4.2.7. Exemple

Dans le plan vectoriel euclidien, soit B = (%, ;) une base orthonormée. Soit
B’ = (#, j7) 1a base obtenue en effectuant sur la base B une rotation R, d’angle
8.

i

—
0 NI
7

o

']

Soit ¥ un vecteur de coordonnées ( Z ) dans 1a base B et ( ;, ) dans la

base B’.Ona . . .
i = Ry(7) = (cos 8)i + (sin )]

Re(7) = Roprn/2(7) = (—sin6)7 + (cos 6);.

JTF

La matrice de passage de la base B A la base B’ est donc

cos @ —siné
P = .
sinéd cos @

(v)="(7)

r=2z'cosf —y sinf

soit
y=a’'sind + y cos 9.

o Influence d’un changement de bases sur la matrice d’une application
linéaire,

Un probleéme important li€ aux changements de bases dans les espaces
vectoriels, est de savoir ce que devient la matrice d’une application linéaire
u : E — F lorsqu’on change de base dans E et dans F'.

La solution de ce probléme est donnée par le théoréme suivant:

94.2.8. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
etu € L(E,F). Soient B = (e1,...,e,) et B' = (e}, ..., e},) deux bases de E,
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C=(f,fm)eel =(fi,..., f,) deix bases de F, et soit P (resp. S). La
matrice de passage de la base B a la base B' (resp. de la base C a la base C').
Si A est la matrice de u par rapport aux bases B et C, alors la matrice M de u
par rapport aux bases B’ et C' est donnée par la formule

M = S1AP.

Démonstration. Soient z € E et y = u(z), X et X' les matrices colonnes des
coordonnées de z dans les bases B et B/, Y et Y’ les matrices colonnes des
coordonnées de y dans les bases C et C'.

D’apres le Théordme 9.4.2.6,ona X = PX' et Y = SY’'. Mais, par
définitionde A,onaY = AX, donc

SY'= APX', dodY' = S"'APX'.

Comme Y’ = M X', onabien

M = S-'AP.

9.4.2.9. Remarque

En utilisant 1a Remarque 9.4.2.2 et le Théoréme 9.4.2.4, on peut retrouver le
Théoreme 9.4.2.8. Le faire 3 titre d’exercice en considérant le diagramme

IdE u Id]-"
E - FE R S
B B c c'

9.4.2.10. Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme de E
et B=(e,...,en), C = (f1,..., fa) deux bases de E. Soient P la matrice de
passage de la base B a la base C et A la matrice de u par rapport @ la base B.
Alors la matrice de u par rapport d la base C est M = P~ AP,

Si F' = F il suffit, dans le Théoréme 9.4.2.8, de prendre 1a base C identique
2 1a base B et la base C’ identique 2 1a base B’. Les deux matrices S et P sont
alors identiques et on a bien la relation

M = P~ 1AP.

94.2.11. Définition

On dit que deux matrices A et M de My (K) sont semblables s'il existe une
matrice P € GL(n, K) telle que

M = P 14P.
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La relation de similitude est une relation d’équivalence sur M, (K).

La définition et le Corollaire 9.4.2.10 montrent que deux matrices carrées A
et M d’ordre n sont semblables si et seulement si, étant donné un K-espace
vectoriel E de dimension n, A et M représentent le méme endomorphisme u
de E par rapport & deux bases différentes de E. On pourra donc déterminer une
base de £ par rapport 3 laquelle la matrice de u soit aussi simple que possible.
Nous examinerons ce probléme ultéricurement.

9.4.3. MATRICES EQUIVALENTES
94.3.1. Définition

On dit que deux matrices A et B de type (m, n) sont équivalentes, s'il existe
une matrice inversible P d’ ordre m et une matrice inversible Q) d’ordre n telle
que ‘

A= PBQ.

11 est clair que 1’équivalence des matrices est une relation d’équivalence sur
M, n(K).

9.4.3.2. Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension n et m respectivement,
B={(e1,...,en) une basede E,C = (f1, ..., fa) une basede F et v € L(E, F).
Soient B la matrice de u par rapport aux bases B et C et A une matrice de
type (m, n). Pour que A et B soient équivalentes, il faut et il suffit que A soit la
matrice de v par rapport @ des bases B' de E et C’' de F.

Démonstration. Supposons que A et B soient équivalentes. Il existe donc
P e GL(mK)et @ € GL(n, K) telles que A = PBQ. La matrice @ étant
inversible, c’est la matrice de passage de la base B A une base B’ de E. De
méme P~ est 1a matrice de passage de la base C 2 une base C’ de F. Alors
d’apres le Théoreme 9.4.2.8, la matrice de u par rapport aux bases B’ et C’ est
(P~1)"1BQ = PBQ = A.

Réciproquement, supposons que A et B soient les matrices de 1a méme
application linéaire u par rapport aux bases B’ et ¢’ d’une part, B et C d’autre
part. Soient P la matrice de passage de la base B a labase B’ et S 1a matrice de
passage de labase C A labase C’. D’apres le Théortme 9.4.2.8,0ona A = S~ BP.
Les matrices S—! et P étant inversibles, A et B sont équivalentes.

9.4.3.3. Théoréme

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension n et m respectivement
et u une application linéaire de E dans F, de rang r. Alors il existe une base
de E et une base de F par rapport auxquelles la matrice de u est de la forme
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(1 0 0 00 0\1
01 0 00 0
........................ r
00 1 00 0
A(myn,r) =
00 0 00 0
........................ m-—r
\o o 0:0 ... 0/|
r - n—rr

Démonstration. Soit E’ un supplémentaire de Ker(u) dans E. Soit (ey, ..., e,)
une base de E obtenue en complétant une base (ey, ..., ;) de E’ par une base
(ert1, ..., €n) de Ker(u). Posons f; = u(e;) si 1 < j < r. Montrons que les
vecteurs fi, ..., f, forment une base de Im(x). La famille {f, ..., f} est libre
dans Im(u) car:

Zr: Aiu(ei)) =0 = u (Zr: /\;e,-) =0.
i=1

i=1

,
Le vecteur E Aie; appartenant A Ker(u) et 2 E’ estnul, donc A; = ... =
=1

Ar =0.

Comme u(e;) = Opourtouti € {r+1,...,n},les vecteurs fi, ..., f. engen-
drent Im(u), d’odl notre assertion.

Complétons les vecteurs fi, ..., fr par des vecteurs arbitraires fr41,..., fm
pour obtenir une base C = (f1, ..., fr, fr41, -, Jm) de F. La matrice de u par
rapport aux bases B et C a bien 1a forme indiquée puisque

uler) = f1, ..., u(er) = fr, u(erq1) = ... = u(e,) = 0.

9.4.3.4. Corollaire
Toute matrice de type (m, n) de rang r est équivalente a lamatrice A(m, n, r).

En particulier, deux matrices de type (m, n) sont équivalentes si et seulement si
elles ont le méme rang.
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Démonstration. La premitre partie du Corollaire n’est qu’une traduction du
Théoréme 9.4.3.3.

Si deux matrices A et B de type (m, n) sont équivalentes, elles représentent
la méme application linéaire u par rapport & des bases différentes (Théoréme
9.43.2). A et B ont donc le méme rang que u.

Réciproquement, si A et B ontpourrang r, elles sont équivalentes 2 1a matrice
A(m, n, r) du Théorzme 9.4.3.3; elles sont donc équivalentes entre elles.

9.4.3.5. Corollaire

Soit A une matrice de type (m,n). Alors A et * A ont méme rang.

Soit r le rang de A. D’apres le Corollaire 9.4.3.4, il existe deux matrices
inversibles P et @ de type (m, m) et (n, n) respectivement telles que

A= PA(m,n,r)Q.

En transposant, il vient
A ='Q'A(m,n,r)'P.
Comme *Q et * P sont inversibles d’apres le Théoréme 9.4.1.3, ! A est équi-

valente a ' A(m; n; r). Mais * A(m, n, r) = A(n, m,r); donc *A(m, n,r) est de
rang retonar = rg(A) = rg(* A).
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Chapitre 10 : DETERMINANTS

Le lecteur a déja rencontré la notion de déterminant dans les classes an-
térieures Q@ propos de I’ étude des systémes d’équations linéaires dans R? e
dansR®.

Dans ce chapitre, nous définissons d’abord le déterminant d’un couple de
vecteurs, le déterminant d’un endomorphisme relativement a une base d’un
espace vectoriel de dimension deux, puis le déterminant d’ une matrice carrée
d’ordre deux.

Les applications et les formes multilinéaires sont alors introduites, ce qui
nous permet de définir les déterminants dans un espace vectoriel de dimension
finie quelconque. Nous étudions en particulier, les propriétés des déterminants
qui découlent du fait qu' un déterminant est une forme multilinéaire alternée.

Dans ce chapitre, K désignera un corps commutatif de caractéristique dif-
férente de 2. Dans les applications, ce corps sera toujours R ou C.

10.1. Applications et formes bilinéaires

10.1.1. APPLICATIONS )
ET FORMES BILINEAIRES ALTERNEES

10.1.1.1. Définition

Soient E\, Ey, F trois espaces vectoriels sur le méme corps K. On dit qu’ une
application f de E\ x E, dans F est bilinéaire si, quels que soient les vecteurs x
etz' de E\,y ety de E, et le scalaire )\, on a

flz+2',y) = (f(z,y) + f(z',y)
f(=,y+9Y) = f(z,9) + f(z,v)
fOz,y) = f(z,2y) = Af(=,v).

Autrement dit, I'application (z, y) — f(z, y) est, pour y fixé, linéaire par
rapport 4 la variable z et, pour z fix¢, linéaire par rapport 2 1a variable y.

Si Ey = E, = E, on dit que f est une application bilinéaire sur E. Si, de
plus, F' = K, on dit que f est une forme bilinéaire sur E.
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10.1.1.2. Remarque

11 résulte immédiatement des définitions que quels que soient les vecteurs z
et y de E et le scalaire A\,on a

f(:!:,O) =0, f(ow y) =0, f(/\-’l?,)\y) = ’\zf(z)y)'

10.1.1.3. Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une forme bilinéaire f sur E est :
- symétrique si f(z,y) = f(y, z) quels que soient les vecteurs z,y € E,
—antisymétrique si f(y, z) = — f(z, y) quels que soient les vecteurs y,z € E,

—alternée si f(z,z) = 0 quel que soit le vecteur x de E.

On a la caractérisation suivante des formes bilinéaires alternées.

10.1.1.4. Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel. Une forme bilinéaire f sur E est alternée si
et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Si f est alternée, on a quels que soient z,y € E,

flz+y,z+y)=0.

En développant, il vient
f(z,z) + f(z,y) + f(y, =) + f(y,9) =0,
d’ol, puisque f est alternée, f(z,y) = —f(y, 2).

Réciproquement, si f est une forme bilinéaire antisymétrique, en posant
= z dans I’égalité f(y,z) = —f(=, y) on obtient:

f(z’z) = —f(:c,:!:),

soit 2f(z,z) = 0,d’od f(z, z) = 0 puisque la caractéristique de K est différente
de 2.

10.1.1.5. Exemple

Prenons K = Ret E = R2. L’application f : £ x E — K définie par
f((2,2),(v,¢)) =y — 2y

est une forme bilinéaire alternée.
La vérification est immédiate et est laissée au lecteur.
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10.1.2. CAS OUdim(E)=2

Jusqu’a présent, nous n’avons pas supposé que les espaces vectoriels con-
sidérés étaient de dimension finie. Nous allons étudier maintenant les formes
bilinéaires alternées sur un K -espace vectoriel E de dimension 2.

10.1.2.1. Théoré¢me

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. L’ ensemble des formes bili-
néaires alternées sur E est un K -espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. On démontre sans peine que 1’ensemble A;(E) des formes
bilinéaires alternées sur E' est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel
F(E x E, K) des applications de £ x E dans K.

Soient B = (e1, e2) une base de F et (z, y) un couple de vecteurs de E. Si f
est une forme bilinéaire alternée sur £, ona

f(z,y) = f(zie1 + x262, 5101 + 0€2)
= ninfle, e) + z1mnf(er, e2) + zay fez, e1) + 2212 f (€2, €2).

Comme f est alternée, on a
fler,e1) = f(e2,€2) =0
f(ea,e1) = —f(e1, €2).
Par suite, il reste
f(z,9) = (n12 — z23n) fler, €2).
D’apres I’Exemple 10.1.1.5, I’application hi définie par

hs(z,y) = z1pn — 22y
est une forme bilinéaire alternée vérifiant :
hs(el,ez) =1-1-0-0=1.

On a donc, dans A;(E), I’égalité
f = f(e1,e2)hs,

ce qui montre que {hg} est une base de Az(E).

10.1.2.2. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 et soit B = (e, e3) une base
de E. Il existe une forme bilinéaire alternée f et une seule sur E telle que

f(e1,e2) =1.

Soit f une forme bilinéaire alternée telle que f(e1,e2) = 1. On a d’apres
le Théordme 10.1.2.1, f = 1 - hg = hg, ce qui montre que f coincide avec la
forme bilinéaire alternée hg.
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10.1.3. DETERMINANT D’ORDRE 2
10.1.3.1. Définition

Soient E un espace vectoriel sur K de dimension2 et B = (e1, e2) une base
de E. Soient z et y des vecteurs de E. On appelle déterminant de = et y par
rapport 2 la base B, le scalaire hg(z, y). On le note détg(z, y).

Nous avons vu que Si £ = z1e; + z2e2 €t y = y1e1 + ey, alors
détg(z,y) = z13 — 231 On convient d’écrire
I )]

(10.1.3.1) détg(z,y) = z110 — Tan =
T2 n

10.1.3.2. Remarque

L’application (z, y) — déts(x, y) vérific évidemment toutes les propriéiés
des formes bilinéaires alternées. Mais 1’intérét essentiel des déterminants vient
du théor®me suivant.

10.1.3.3. Théoreme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et B une base de E. Alors
pour que deux vecteurs z et y de E soient linéairement indépendants, il faut et

il suffit que détg(z,y) # 0.

Démonstration. Supposons que z et y soient linéairement dépendants. Alors,
on a par exemple = = Ay et

déts(z, y) = détg(/\y, y) = /\déts(y, y) =0.

Supposons maintenant que z et y soient linéairement indépendants. Ils for-
ment alors une base B’ de E. Puisque déts est une forme bilinéaire alternée, il
existe d’aprs le Théoréme 10.1.2.1, un scalaire A € K tel que détp/(z,y) =
Adéts(z, y) et puisque d’apres le Corollaire 10.1.2.2, déts/(z, y) = 1, on obtient
détg(z,y) # 0.

10.1.4. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et f une forme bilinéaire
alternée non nulle sur E. Pour tout endomorphisme u de F, considérons 1I’appli-
cationg : E x E — K définie par

9(z,9) = f (u(z), u(y))
quels que soient z, y dans E.
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11 est clair que g est une forme bilinéaire alternée sur E ; de plus on vérifie
facilement que 1’application ¢, qui & f associe g est un endomorphisme de
Ay(E). Comme dim (4;(E)) = 1, tout endomorphisme de Az(E) est une
homothétie. 11 existe donc un scalaire unique A indépendant de f tel que, quels
que soient les vecteurs x et y de F, on ait

£ (u(=),u()) = M(z,v).

Cette remarque nous amne 2 poser la définition suivante :

10.1.4.1. Définition

Soit u un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension 2. On
appelle déterminant de u, et on note dét(u), I’ unique scalaire tel que pour toute
forme bilinéaire alternée f sur E et pour tout couple (z,y) € E2?, on ait

(10.1.4.1) f (u(2), uw(y)) = (dét(u)) f(=,y).

10.1.4.2. Remarque

Si on applique la relation (10.1.4.1) pour une base B = (e;, e3) de E et sion
prend (z, y) = (e1, e2), on obtient une expression du déterminant de u :

(10.1.4.2) dét(u) = déts (u(er), u(ea)).
On a les propriétés suivantes du déterminant d’un endomorphisme.

10.1.4.3. Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. Alors :
a) dét(Idg) = 1.

b) Pour tout endomorphisme u de E et pour tout A € K,ona
dét(Au) = N2dét(u).

¢) Quels que soient les endomorphismes u et v de E,on a dét(vou) = dét(v) dét(u).

d) Un endomorphisme u de E est inversible si et seulement si dét(u) # O et dans
ce cas

dér(u™) = (dét(u)) ™.

Démonstration, Soit B = (e1, e2) une base de E.

a)Ona

aét(Idg) = détg (Idp(er), Idg(e)) = détp(er, e2) = 1.
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b) On a de mé&me pour tout scalaire A,

dét(Au) = déts (Au(er), du(ez)) = N2déts (u(er, u(ez)) = A2dét(u).

¢) En appliquant plusieurs fois la relation (10.1.4.2), on obtient

dét(vou) = déts (vou(er), vou(es)
déis (v (u(el)) , v (u(ez)))
(dét(v)) déts (u(er), u(ez)) = (dét(v)) - (dét(u)) .

d) L’endomorphisme u est inversible si et seulementsi (u(e1 ), u(ez)) estune base
de E,c’est-a-dire si et seulement si détg (u(el), u(ez)) # 0(Théorzme 10.1.3.3),
donc si et seulement si dét(u) # 0 d’apres (10.1.4.2).

Si u est inversible, de la relation uou~! = Idg on déduit en appliquant a)
ete):
dét(uou™) = 1 = (dét(u)) (dét(u)) .

D’od dét(u1) = (dét(u)) .

10.1.5. DETERMINANT
D’UNE MATRICE CARREE D’0ORDRE 2

Soit A une matrice carrée d’ordre 2 A coefficients dans K. Nous savons
que A peut étre considérée comme la matrice d’un endomorphisme unique u
de K? rapporté A sa base canonique. Cela permet de définir le déterminant de A
comme étant le déterminant de u. ’

10.1.5.1. Définition

Soit A une matrice carrée d’ ordre 2 a coefficients dans K :

Az(j 3).

On appelle déterminant de A, et on note dét(A), le scalaire défini par

dét(A) = dét(u) = ad — be.

On a les propriétés suivantes du déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2.
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10.1.5.2. Théoré¢me

a) dét(L) = 1.

b) Si A € My(K), on a dét(A) = dét(* A) et dét(AA) = N2dét(A) pour tout
AEK.

¢) Soient A et B deux matrices carrées d’ordre2. On a

dét(AB) = dét(A) - dét(B).

d) Une matrice A € My(K) est inversible si et seulement si dét(A) # O et dans
ce cas,ona

dét(A~") = (de(A)) ™" .

e) Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre 2 semblables, on a

dét(A) = dét(B).

Démonstration. Ces propriétés se vérifient aisément par le calcul. Elles décou-
lent également des propriétés analogues du déterminant d’un endomorphisme.

Pour démontrer e), on remarque que si A et B sont semblables, il existe une
matrice carrée inversible P d’ordre 2 telle que B = P~! AP. Donc, d’apres ¢),
ona

dét(B) det(P-1AP) = dét(P-1) - dét(A) - dét(P)

dét(P)~! - dét(P) - dét(A) = dét(A).

10.1.5.3. Corollaire

Pour tout endomorphisme ude E, ona

dét.(’u) = dét(u).

10.2. Applications et formes multilinéaires

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’étendre 1a notion d’application
bilinéaire définie au paragraphe précédent.

Soit punnombre entier > 1etsoient Ey, ..., Eyet F' des K-espaces vectoriels.
L’ensemble F; x E3 X ... X B, seramuni de sa structure d’espace vectoriel produit.
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10.2.1. APPLICATIONS
ET FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

10.2.1.1. Définition

On dit qu’ une application f : Ey X E; X ... x E, — F est p-linéaire si
pour tout indice j tel que 1 < j < p et pour tout systéme de vecteurs z; € E;
(2 # 7). I'application de E; dans F définie par :

z; — f(&1, .. Tj—1, Tj, Tj41, .., Tp)

est linéaire.

Une application p-linéaire de Ey x Ey X ... X E, dans K s’ appelle une forme
p-linéaire.

Si By = ... = E, = F une application p-linéaire sur EP & valeurs dans F
s’appelle une application p-linéaire sur .

Une forme p-linéaire sur £7 s’appelle une forme p-linéaire sur £.

Si p = 1, on retrouve les notions d’application linéaire et de forme linéaire.
Si p = 2, on a les notions d’application bilinéaire et de forme bilinéaire.

Les propriétés suivantes résultent immédiatement des définitions:

a) Si f est une application p-linéaire de E; x ... x E, dans F, alors
f(z1,...,zp) = 0des quel’undes z; est le vecteur nul.

b) Quels que soient les scalaires Ap, ..., Ap, on a

f(/\la:l, vesy /\p:cp) = /\1 /\p f(l‘l, veey IP).

¢) L’ensemble des applications p-linéaires de £y x ... x Ep dans F est un sous-
espace vectoriel de I’espace vectoriel des applications de £y x ... x E, dans F.
Ce sous-espace estnoté L, (E1, ..., Ep; F)et Lo(E; F)si Ey = ... = E, = E.
L,(E) désignera I’espace des formes p-linéaires sur E.

10.2.1.2. Définition

Soient E et F des espaces vectoriels sur K, et p > 1 un nombre entier. On
dit qu’ une application p-linéaire f : E» — F est:

— symétrique s/
f(Zoq)s s To(p)) = f(21, .0, p)

quels que soient les x; € E et la permutation o € sp,

— antisymétrique si

f 2oty s Bap) = €(0)f (21, .-, Zp)

quels que soient les z; € E etlapermutation o € S, (¢(o)désigne la signature de o),
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— alternée si
f(z1,...,2p) =0
chaque fois que deux des vecteurs x; sont égaux.

On vérifie facilement que 1’ensemble des applications p-linéaire symétriques
(resp. alternées) f : EP — F est un sous-espace vectorielde £,(E; F).Onle
note S, (E'; F) (resp. Ap(E; F)).

Lorsqu’il s agit de formes p-linéaires, ces espaces seront notés respectivement
Sp(E) et A,(E).

10.2.2. PROPRIETES DES APPLICATIONS
ET DES FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

10.2.2.1. Théoréme

Soient E et F des K-espaces vectoriels. Une application p-linéaire f de E?
dans F est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Supposons f alternée. Soit o une permutation de {1,2, ..., p}.
Cette permutation est un produit de s transpositions et sa signature est
e(¢) = (—1)*. Il suffit donc de montrer que pour la transposition qui échange
les entiers zet j,ona

f(®1, 2, s @iy oy 2p) = —f(21, .0, &4y oy B, 0y Zp).
En utilisant le fait que f est alternée et multilinéaire, nous obtenons
0 = f(z1,..,zi+zj,...,zi+Zj,...,2p)
= f(@1y ey iy ooy Tiy ooy Tp) +
f(xr, @iy, .y 2p) +
fer, oy gy ey iy ooy 2p) +

f(.’l:l, ooy Ljy ey Tjy eeey .'cp).

Puisque f est alternée, il reste
F(z1, s iy ooy Ty ooy Bp) + f(21, 0y Ty ooy T4y oy 2p) = 0,
d’olr I’égalité & démontrer.

Supposons f antisymétrique. Soit (zj, ..., zp) un élément de EP tel que
z; = z; avec 1 # j. La signature de la transposition = qui échange ¢ et j étant
égale & —1, nous avons:

F(@1y ey iy ooy iy ooy 2p) = —F(21, oy Tiy ooy Ty oy Tp).

On en déduit 2f(z1, ..., zp) = O et puisque K n’est pas de caractéristique 2,
il vient f(z1, ..., 2p) = 0, ce qui achdve la démonstration du théordme.

Le théoréme suivant et ses corollaires joueront un rOle important dans la suite
de ce chapitre.
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10.2.2.2. Théoréme

Soient E et F des K-espaces vectoriels et f une application p-linéaire alter-
née de E? dans F. Si les vecteurs i, ..., , de E sont linéairement dépendants,
ona f(z1,...,zp) = 0.

Démonstration. Si les vecteurs i, ..., *, sont linairement dépendants, 1'un
d’eux, par exemple z, est combinaison linéaire des autres :

1= +...+ /\p:L‘p,

ol les A; sont des scalaires. Donc

p
f(a:l) "'5zp) = Z AJ f(.’c,-,:cg, ...,Ip).
=2

Puisque f est alternée, on a pour tout j € {2, ...,p}, f(z;,z2,...,2p) = 0
car z; est égal a I'un des vecteurs zy, ..., Zp.

10.2.2.3. Corollaire

Les notations étant celles du Théoréme 10.2.2.2, f(z1, ..., xp) ne change pas
si on ajoute a I un des vecteurs z; une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Démonstration. Supposons que le vecteur y soit une combinaison linéaire des
vecteurs z; pour j # i:

Yy=AZ 4+ ..+ XAic1%io1 + A1 &g + o+ Apzp,

oliles A; sont des scalaires.
D’aprds le Théorme 10.2.2.2,0na

fxr, . Zic, ¥, Tig1, ..., 2p) = 0.

Donc

f(:l:l, ey T, i+ Y, Tigl,y -eey Ip) =
f(:':l, ey i1, Tiy Tidly ooy xp) + f(zl) ey Ti—1, Y, Ti4l, "'axp) =

f(a:l, oy i1y Ty Tigly oony l‘p).

10.2.2.4. Corollaire
Soit E un K-espace vectoriel de dimentions finie r. Alors quel que soit le

K-espace vectoriel F, toute application p-linéaire alternée de E® dans F est
nulle pour r < p.
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Démonstration. Soit f : EP — F une application p-linéaire alternée. Si
dim(E) = r < p, toute famille {z1, ..., zp} de p vecteurs de E est liée. Donc
quels que soient les vecteurs z1,...,z,de E,ona

f(z1,...,2p) =0,
et par suite f est I’application nulle de E? dans F.

Lorsque E est un K-espace vectoriel de dimension finie p, il existe effec-
tivement des applications p-linéaires alternées non identiquement nulles sur £
2 valeurs dans un K-espace vectoriel F' quelconque. Nous allons démontrer ce
résultat lorsque F' = K.

10.2.2.5. Théoreéme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p et B = (e, ..., ep) une
base de E. Alors :

a) L'espace vectoriel Ap(E) des formes p-linéaires alternées sur E est de di-
mension 1.

b) Il existe une unique forme p-linéaire alternée D sur E telle que

D(ey,...,ep) = 1.

Démonstration. a) Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. Pour tout syst®me
de p vecteurs z, ..., £p de E, posons

P
zi =Y Ajiej (1<i<p).
=1
f étant p-linéaire, nous avons
P P -
(1022.1) f E D YRST-TA I E (/\j,,pej,) = Z Ajid e Aiof (ej,, ey ej,)
f1=1 ip=l

la sommation étant étendue aux pP systemes {ji,..., jp} d’entiers pris dans
{1,2, ..., p} indépendamment les uns des autres.

Puisque f estalternée,onaf(e;, , ..., ej,) = Osideux desentiers ji, ..., j, sont
égaux. Dans la somme (10.2.2.1), nous pouvons donc retenir les seuls termes
pour lesquels les entiers ji, ..., jp sont tous différents, c’est-2-dire constituent
une permutation des p premiers entiers naturels ; il existe alors une permutation
o € 5, telle que

n=o0(1),....5p = 0o(p);

et puisque f est antisymétrique, nous avons

I (ejl IERLY) ejp) =f (ea(l)) ooy eo(p)) = 5(0') f(Cl yeeey CP).
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Tous les systdmes d’indices distincts sont obtenus lorsque o parcourt le
groupe symétrique s,. Finalement, la somme (10.2.2.1) s’écrit

(10.2.2.2) f(z1, ..., zp) = fle1, ..., ep) (Z (@) Aot - /\,(P),p) .

cES,
Soit D I'application de E? dans K définie par

(10.2.2.3) D(x1,....,zp) = D €(0)Ao1)1 - Ao(p)p-
o€S,

Nous avons, quels que soient les vecteurs 2y, ..., £, de E

f(z1,...,2p) = f(e1, ..., &) D(x1, ..., 2p),

c’est-a-dire f = f(eq, ..., ep)D.

Pour achever la démonstration du a), il suffit donc de montrer que D est
une forme p-linéaire alternée non nulle sur £. Chaque terme de la somme
(10.2.2.3) dépend linéairement de chacun des vecteurs z, ..., zp, donc D estune
forme p-linéaire sur E. Montrons qu’elle est alternée. Soient ¢ et j deux entiers
quelconques mais distincts appartenant 4 {1, ..., p} et supposons que z; = z;.
Nous devons montrer que D(zy, ..., zp) = 0.

Soit r la transposition qui échange i et j. On a pour toute permutation
o € Sp, e(0o7) = €(0) (7) = —€(0). D’autre part, A, désignant 1’ensemble
des permutations paires,ona S, = A, U A,r,d’od

D(zl,...,zp) = Z 6(0')/\,(1),1 ’\a(p),p + Z 6(0‘01‘)/\,0.,(1),1 /\,,o.,.(p),p

0EA, 0€EA,
= Y (@) Aoyt - Ao)p — D E(@) A1)t - Ao(p)p
cEA, gEA,

car
o (r(1)) = 0(1), ..., 0 (7(3)) = 0(3), .., 0 (7(5)) = 0(3), .., o (7(p)) = o (p).
Comme z; = z; par hypothese, on a
Ao(i)i = Aa(i)j & Aa()j = Aa(h)si-

Donc D(z, ..., ¢p) = 0 et D est bien alternée.

Montrons que D est non nulle. Pour cela prenons z; = €1,...,2p = €,.0na
alors A;; = 6;; (symbole de Kronecker). D’oi d’apres la formule (10.2.2.3),

D(es,-rep) = D €(0)bo(1)1 - Sop)p-
oES,

Tous les termes de cette dernidre somme sont nuls sauf lorsqueo(1l) =
1,...,0(p) = p.Dans ce cas o est la permutation identique dont la signature est
+1. On en déduit que

(10.2.2.4) D(ey,....,ep) = 1.
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b) Nous venons de voir qu’il existe une forme p-linéaire alternée D sur E telle
que D(ey, ..., ep) = lettelle que

f = f(el, ...,ep)D

pour toute forme p-linéaire alternée f sur E. Donc si f(es, ..., ep) = 1, alors
f = D, d’ot I'unicité de D.

10.2.2.6. Corollaire

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p, B = (ey, ..., e,) une
base de E et f une forme p-linéaire alternée sur E. Pour que f soit nulle il faut

et il suffit que f(e1,...,ep) = 0.
Démonstration. Si f est nulle, il est clair que f(es,...,ep) = 0.

Réciproquement, si f(ei,...,ep) = 0, on a d’apres la formule (10.2.2.2),
f(=1, ..., zp) = O pour toute suite (z1, ..., z,) d’éléments de E, donc f = 0.

10.3. Déterminants

Les résultats du paragraphe précédent permettent de définir le déterminant
d’un systéme de vecteurs, d’'un endomorphisme et d’'une matrice carrée.

10.3.1. DETERMINANT D’UN SYSTEME DE VECTEURS
10.3.1.1. Définition
Soient E un espace vectoriel de dimension psur K, B = (e, ..., ep) une base

de E et p vecteurs z1, ..., Ty de E. on appelle déterminant de =z, , ..., @, par
rapport 2 la base B, le scalaire D(z;, ..., x,) défini par la relation (10.2.2.3).

On note détg (1, ..., zp) le déterminant de 1, ..., z, par rapport 2 1a base B.
L’ application déts posstde les propriétés suivantes :

10.3.1.2. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p et B = (ey, ..., ep) une
base de E.

a) L' application déterminant est une forme p-linéaire alternée et on a
détgs (30(1), . I,(p)) = 6(0’)d6t3(x1, ceey :cp)

pour toute suite (21, ..., Zp) de p vecteurs de E et pour toute permutation o € S,.
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b) Le déterminant de p vecteurs ne change pas si I'on ajoute @ I'un d’ entre eux
une combinaison linéaire des autres vecteurs.

©) Si B' = (€1, ..., &,) est une autre base de E, on a pour toute suite (z1, ..., Zp)
de p vecteurs de E,

(10.3.1.1) détpi (2, ..., :Ep) = déts(zy, ..., :cp) détg: (e, ...,ep).

d) p vecteurs zi, ..., z, de E sont linéairement indépendants si et seulement si
détg(zy, ..., zp) # 0.

Démonstration. La propriété a) résulte du Théoreme 10.2.2.5. et la propriéié
b) est une propriété générale des formes multilinéaires alternées (voir le Corol-
laire 10.2.2.3).

¢) D’apres le Théoreme 10.2.2.5, il existe un scalaire A tel que

détp:(z1, ...,:cp) = Métg(z1, ..., :L'p).

En prenant £; = e, ..., Tp = €p, il vient d’apres la formule (10.2.2.4):
dé[B/(.’Bl, ceny 27p) = AdétB(Cl, veey Cp) = A,
d’on I’égalité 2 démontrer.

d) Nous savons déja que si les vecteurs zy, ..., £, sont linéairement dépendants,
alors déts(z1, ..., p) = 0 (Théordme 10.2.2.2).

Réciproquement, si la famille (2, ..., x,) est libre, c’est une base B’ de E.
Puisque détp: est une forme p-linéaire alternée, il existe d’aprés le Théo-
r2me 10.2.2.5 un scalaire A tel que détg:(z1,...,2p) = Adétg(zy,...,zp) €t
puisque détg: (z1, ..., 2p) = 1, ona bien détg(zy, ..., zp)

10.3.2. DETERMINANT D’UN ENDORMORPHISME
10.3.2.1. Théoréme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p et u un endomorphisme
de E. 1l existe un scalaire et un seul, appelé déterminant de u, et noté dét(u), tel
que pour toute forme p-linéaire alternée f sur E et pour toute suite (z,, ..., Tp)
 devecteurs de E, on ait :

(103.2.1) f (u(z1), ..., u(zp)) = dét(u) f(z1, ..., zp).

Démonstration. Pour tout f € A, (E), considérons I’application ¢, (f) de E?
dans K donnée par

eu(f) (=1, .., 2p) = [ (u(zr), ..., u(zp)) -

On vérifie facilement que p ( f) est une forme p-linéaire alternée sur E et que
I’application f — ¢, (f) est un endormorphisme de A,(E). Comme d’apr2s
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le Théorzme 10.2.2.5, dim (A,(E)) = 1, tout endomorphisme de A,(E) est
une homothétie. Le rapport d’une homothétie dans un espace vectoriel non nul
étant déterminé de fagon unique, on voit qu’il existe bien un scalaire unique,
noté dét(u), indépendant de f et tel que 1’on ait 1a formule (10.3.2.1).

10.3.2.2. Remarque

Soit B = (e, ...,ep) une base quelconque de E. Si on applique la rela-
tion (10.3.2.1), en prenant f = détg, alors pour toute suite (1, ..., zp) de E et
pour tout endomorphisme ¢ de F,ona

(10.3.2.2) déts (u(1), ..., u(zp)) = dét(u) déts(z, ..., zp).

Sienparticulieronprend (z1, ..., 2p) = (e1, ..., €p), Onobtient une expression
du déterminant de u:

(10.3.2.3) dét(u) = déts (uler), ..., u(ep)).

Rassemblons quelques propriétés du déterminant d’un endomorphisme dans
un théordme.

10.3.2.3. Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension p. Alors :
a) dét(Idg) = 1.
b) Pour tout endomorphisme u de E et pour tout A € K,ona

dét(Au) = APdét(u).

¢) Quels que soient les endomorphismes u et vde E,ona
dét(vou) = (dét(v)) (dét(u)) .
d) Un endomorphisme de E est inversible si et seulement si dét(u) # O et dans

cecasona.
det(u~) = (dér(u)) " .

La démonstration est 1a méme que celle du Théoréme 10.1.4.3.

10.3.24. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. L' application u — dét(u)
est un homomorphisme du groupe linéaire G L( E) sur le groupe multiplicatif K*
des éléments non nuls de K. Le noyau de cet homomorphisme, constitué des
endomorphismes de E dont le déterminant est égal & 1 est un sous-groupe
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distingué de GL(E), appelé groupe spécial linéaire ou groupe unimodulaire
de E, et noté SL(E).

C’est immédiat.

10.3.3. DETERMINANT D*UNE MATRICE CARREE

Soit A = (aij)1<i,j<p Une matrice carrée d’ordre p a coefficients dans K.
Les colonnes de A représentent des vecteurs z;, ..., £, de K7 rapporté a sa base
canonique. Nous savons aussi que A peut &tre considérée comme la matrice d’un
endomorphisme unique u de K? rapporté 3 sa base canonique. Ceci nous amene
A poser la définition suivante :

10.3.3.1. Définition

Soit A = (ai;) une matrice carrée d’'ordre p a éléments dans K. On appelle
déterminant de A, et on note dét(A), le déterminant de ses vecteurs colonnes
dans la base canonique de K?.

Soit B la base canonique de K?. Avec les notations précédentes, on a donc

(10.3.3.1) dét(A) = déts(21,...,7p = D E(0)8o(1)1 -+ Bo(p),p = d6L(u).
0ES,

Le déterminant de la matrice A = (a;;) se note aussi

ain e Q1p

ap1 ... Qpp

Les propriétés des déterminants des matrices carrées se déduisent des proprié-
tés des déterminants des endomorphismes en utilisant1’isomorphisme canonique
de I’algebre L£(KP) des endomorphismes de I’espace vectoriel K” sur 1’algtbre
M, (K des matrices carrées d’ordre p A coefficients dans K. Nous obtenons
ainsi le théoréme suivant :

10.3.3.2. Théoréme

a) Le déterminant de la matrice unité I, est égal a 1.

b) Quelle que soit la matrice A € M, (K) et quel que soit A € K,ona
dét(AA) = APdét(A).

c) Pour tout couple (A, B) d’éléments de Mp(K),ona
dét(AB) = dét(A) déuB).
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d) Pour qu’une matrice carrée A soit inversible, il faut et il suffit que son
déterminant soit non nul ; on a alors :

det(A™Y) = (der(A)) ™.

e) Si A et B sont deux matrices carrées d’' ordre p semblables, on a
dét(A) = dét(B).

10.3.3.3. Corollaire

L'application A — dét(A) est un homomorphisme du groupe linéaire
GL(p, K) sur le groupe multiplicatif K*. Le noyau de cet homomorphisme,
qui est I'ensemble des matrices carrées d ordre p dont le déterminant est égal
al, est un sous-groupe distingué de GL(p, K), appelé groupe spécial linéaire
ou groupe unimodulaire ; on le note SL(p, K).

La démonstration est immédiate.
Voici encore un résultat important pour les applications.

10.3.3.4. Théoreme

Le déterminant de la transposée d’ une matrice est égal au déterminant de
cette matrice.

Démonstration. Soit A = (a;; ) une matrice carée d’ordre p. Posons * A = (b;;) ;
ona b,‘j = a;;.
Nous avons par définition:

dét(tA) = Z e(a)b,(l),l wbop)p = Z 6(0’)(11,0(1) - Qp o(p)-
0ESy oES,

Si on pose, pour tout j € {1,...,p}, i = a(j), alors a; 5(j) = a,-1(i),; et
e(o™!) = g(o).

Mais puisque I’application o — o~! est une bijection de S, sur lui-méme,

on peut écrire, en posant 7 = o=,

dét(*A) = Z 6(0’—1)(10—1(1)’1 e Bg=1(p)p
o-1eS,
= Z 6(7’)0,—(1)’1 - Gr(p)p = dét(A).
TES,

10.3.3.5. Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme
de E. On a dét(*u) = dét(u).
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Ceci résulte du Théorgme 10.3.3.4 en considérant les matrices de u et de *u.

10.3.3.6. Remarque

Le théoréme 10.3.3.4 montre que le déterminant des vecteurs colonnes d’une
matrice A est égal au déterminant des vecteurs lignes de A. Il en résulte que toute
propriété démontrée pour les colonnes d’un déterminant est également valable
pour les lignes de ce déterminant. Nous parlerons de rangées pour désigner les
lignes ou les colonnes d’un déterminant,

Voici maintenant quelques propriétés qui découlent du fait que le déterminant
est une forme p-linéaire alternée.

10.3.3.7. Théoréme
Soit A une matrice carrée d’ ordre p.

a) Si deux rangées paralléles de A sont identiques ou proportionnelles, on a
dét(A) = 0.

b) Si I'on échange deux rangées paralléles de A, le déterminant de A change de
signe ; plus généralement, si I’ on fait subir aux rangées de A une permutation
o, le déterminant de A est multiplié par e(o).

¢) Si I’on multiplie par le méme scalaire A tous les éléments d’ une rangée de A,
le déterminant de A est multiplié par A, :

d) dét( A) ne change pas si I’ on ajoute & I'une de ses rangées une combinaison
linéaire des autres rangées paralléles.

€) dét(A) = O si et seulement si les vecteurs colonnes (resp. les vecteurs lignes)
de A sont linéairement dépendants.

10.3.3.8. Théoré¢me

Soient E un K-espace vectoriel de dimension p et B = (ey, ..., ep) une base
de E.

a) Soient z1, ..., z, des vecteurs de E. Notons ay;, azj, ..., ap; les coordonnées
du vecteur x; par rapport & la base B et A la matrice (a;;) de type (p,p). On a
déts(zy, ..., zp) = dét(A).

b) Soient u endomorphisme de E et M (u) sa matrice par rapport Q la base B.
On a dét(u) = dét (M(u)).

Démonstration. L’assertion a) résulte immédiatement des formules (10.2.2.3)
et(10.3.3.1).
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b) On a d’apres (10.3.2.3) dét(u) = déts (u(er), ..., u(ep)) et d’apres a) ce
déterminant n’est autre que le déterminant de 1a matrice associée 2 u relativement
alabase B.

Nous disposons, grice a ce théoréme, d’un moyen pour calculer effectivement
le déterminant d’un endomorphisme.

10.3.4. CALCULS DES DETERMINANTS

Nous allons, dans ce numéro, apprendre a développer un déterminant suivant
une colonne ou une ligne. Mais auparavant, nous allons établir les formules qui
donnent le développement des déterminants de certaines matrices remarquables.

10.3.4.1. Théoréme

Soit M une matrice carrée d’ordre p de la forme :

A B
: r
M= 0 C p—r
r p—r

ol A€ M. (K),B€eM,,_.(K),C € Mp_.(K) et ou 0 est la matrice nulle
de type (p — r,r). Alors

(10.34.1) dét(M) = det(A) dét(C).

Démonstrations. Soient B = (ey, ..., e,) 1a base canonique de K?, F le sous-
espace vectoriel, de K? engendré par B’ = (ey,...,e,) et F le sous-espace
vectoriel de K? engendré par B” = (er41, ..., €p). Notons u 1’ensomorphisme
de K? admettant M pour matrice par rapport 2 la base B, v I’endomorphisme
de E dont 1a matrice par rapport 2 la base B’ est A et enfin w 1'endomorphisme
de F canoniquement associé 4 C.

Par définition du déterminant d’une matrice, on a

dét(M) = déts (u(er), ..., u(ep)) -

On a évidemment

u(e1) = v(er), ..., u(e,) = v(e,),

d’od
der(M) = détg (v(er), ..., v(er), u(ersr), ..., u(ep)) .
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11 est clair que ’application f : E” — K définie par
f(z1, ..., zr) = détg (21, ..., zr, u(er41), ...,u(ep)) ,

est une forme r-linéaire alternée sur E. Par définition méme du déterminant de
I’endomorphisme v, nous avons :

f (v(er), ..., v(e,)) = dét(v) f(en, ..., er),
d’ol puisque dét(v) = dét(A),
dét( M) = dér(A) détg (el y ey €rs U(Epgt)s -oey u(ep)) .

Or
u(ers1) = zr41 + wlergn), -, u(ep) = 2zp + w(ep)
ol les vecteurs zr41, ..., Zp sontdans E'; donc
déts (e, ..., er, u(eryr), ...,u(ep)) =

déts (el, crlr, Zrgl + w(erg1), ..y 2p + w(ep)) ;

Ce demier déterminant ne change si I’on retranche du vecteur colonne
d’indice k (r + 1 < k < p), le vecteur z; qui est une combinaison linéaire
deey,ey,...,e.. D’oOl

déts (e, ..., er, u(€rt1), -ous u(ep)) =
déts (e1, ..., er, w(ert1), ..., wlep)) -
En introduisant ’application k : FP~" — K définie par:

h (1,',-+1, ey .'Bp) = dét(€e1, -y €ry Trg1y -or) 1:‘,),

et en utilisant un raisonnement analogue au précédent, on voit que

déts (e1, ..., er, w(ers1), .., w(ep)) =
dét(w) déts(es, ..., er, er41, ..., €p) = dét(w)

puisque déts (e, ..., ep) = 1. Comme dét(w) = dét(C), on obtient finalement
dét(M) = dét(A) aét(C).

10.3.4.2. Corollaire

Soit A une matrice carrée de la forme
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on les matrices Ai; sont des matrices carrées et on les matrices A;; telles que
i > j sont nulles. Alors

(10.3.4.2) dét(A) = dét(Arr) dét(Aap) ... dét(App ).

En particulier, si
A 0

A= Az
0 A,
est une matrice diagonale de matrices carrées, on a
(10.3.4.3) dét(A) = dét(A) dét(Az) ... dét(Ap).

La formule (10.3.4.2) découle du Théordme 10.3.4.1 en raisonnant par ré-
currence sur le nombre p de blocs diagonaux. La formule (10.3.4.3) s’en déduit
aisément.

10.3.4.3. Corollaire

Le déterminant d’ une matrice triangulaire est égal au produit des éléments
diagonaux. En particulier, le déterminant d’ une matrice diagonale est égal au
produit des éléments diagonaux.

11 s’agit 12 de deux cas particulier de ceux traités dans le Corollaire 10.3.4.2.

10.3.4.4. Définition

Soit A = (As;) une matrice carrée d’ordre p. On appelle mineur relatif a
I'élément aij, le déterminant de la matrice carrée A;j, d’ordre p — 1, déduite
de A en supprimant la i ligne et la % colonne de A.

Le scalaire A;; = (—1)+7 dét(A;j) s appelle le cofacteur de a;;.

10.3.4.5. Théoréme

Soient A = (a;;) une matrice carrée d’ordre p > 1 et A;; le cofacteur de a;;.
Alors quels que soient les entiers i et j dans {1, ...,p},ona

P

(10.3.4.4) dét(A) = Z a.-jA,-j
i=1
et
4
(10.3.4.5) dét(A) = ) aij Ay
j=1

La formule (10.3.4.4) s’appelle le développement de dét(A) suivant la
"™ colonne de A ; 1a formule (10.3.4.5) s’appelle le développement de dét(A)
suivant la :*™ ligne de A.
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Démonstrations. Nous allons démontrer la formule (10.3.4.4) Comme
dét(*A) = dét(A), on en déduit 1a formule (10.3.4.5).

Soit B = (e, ..., €p) 1a base canonique de K? ; désignons par z1, ..., z, les
vecteurs colonnes de A.Ona:

P
zj =) aije;, 1<ji<p
i=1

et par définition
dét(A) = détg(zy, ..., zp).
Comme détg est une forme p-linéaire alternée, on a

dét(A)

(——l)j—l détB(.’Bj,:L‘l, sy =1, Tj41, ...,:L‘p)

)4
= (—1)-7_1 Z a;j déts(es, zq, ...y Ti—1, Ti4l, ey :cp)

i=1
. p

= (—1)1_l z a.'jdétB(Aﬁj),
i=1

o A; est la matrice ayant pour vecteurs colonnes

€isTly ooy L1, Tj41, .oy Tp.

Dans la matrice A} ;»amenons laligne derang ¢ a 1a premire place en I’échan-
geant successivement avec les ¢ — 1 premieres lignes; il y a ¢ — 1 transpositions,
d’olr

dét(A};) = (1)1 dé(B;;)

ol1 1a matrice B;; est de la forme

1 *
B;; = ,
0 A,'j

A;; étant la matrice déduite de A en supprimant la i ligne et la 5™ colonne
de A.

D’apres le Théoréme 10.3.4.1 et le fait que dét(1) = 1,ona
dét(B,'j) = dét(A,'j).

D’ol

det(4) = (—l)j_l XP: a,-,-dét(A:-j) = (—l)"."1 Xp: a;j(—l)’.'ldét(B,-j)
i=1

i=1

P P
E (—1)’+J a.-jdét(A,-j) = Z a,-jA,-j.
i=1 i=1
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10.3.4.6. Remarque

Les formules (10.3.4.4) et (10.3.4.5) ramenent le calcul d’un déterminant
d’ordre n au calcul d’un déterminant d’ordre n — 1 donc, par itérations suc-
cessives, au calcul des déterminants d’ordre 3 et 2. Mais les calculs devenant
assez pénibles lorsque 1’ordre du déterminant est élevé, on a toujours intérét,
avant de développer un déterminant, 2 faire apparaitre des zéros en ajoutant a
une ligne (ou une colonne) une combinaison linéaire des autres lignes (ou des
autres colonnes).

10.3.4.7. Exemples
Le développement suivant la premigre colonne du déterminant

aiy a12
D=

b
@21 a2

donne
D = ajja; — aza12.

De méme le développement suivant 1a premidre colonne du déterminant

a b ¢
D= a’ b ¢
all bll cll
donne
D v ¢ , b c . b ¢
= a bll clI —a bII cII + a bl cl

a(b'c” —b'c’) — a'(bc"” —b"c) + a”(bd’ — b'c)
= ablc’ —ab’c — ad'be” + a’'V’c + a”’bc’ — a”Ve.

On dispose d’un moyen mnémotechnique — 1a régle de Sarrus - pour re-
trouver ce développement. On écrit

—Les éléments dont le produit doit &tre affecté du signe + sont ceux qui sont
situés sur des «paralleles & la diagonale principale» (traits continus), et ceux
dont le produit doit étre affecté du signe — sont situés sur des «paralltles 2 Ia
diagonale non principale» (traits pointillés).

— Le déterminant est égal A 1a somme de ces six termes.
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10.3.4.8. Exemple

Soit (o1, ..., ¢n) une suite de n éléments de K (n > 2. On appelle déter-
minant de VANDERMONDE associé 2 la suite (o, ..., o, ) le scalaire

1 o o .. of?

1 o of .. of”!
V(O(l, eeny oc,,) =

1 o, o2 ol

On suppose évidemment que les oc; sont distincts deux a deux car sinon le
déterminant est nul.

V(x,...,¢,) est un polyndme en o, de degré n — 1, dont les zéros sont
X2, X3, ..., X, cOMme on le voit facilement en remplacant dans V, o<; par
o<, X3, ..., X5. DONC il existe un scalaire A non nul tel que :

V(x1, ooy &Xn) = Moz — oxt) (o3 — ox1) ... (¢ — x1).
En égalant les coefficients de o<} ~! dans les deux membres de cette dernidres
égalité, on obtient
(_1)n+1D - (_l)n—lx
oi D est le mineur relatif 2 o<} ~! dans V(oxy, ..., xq). D est le déterminant de
Vandermonde associé 4 la suite (ox3, ..., o¢,,). Donc

V(ox1, ..., 0n) = V(oxz, ..y 0n) [] (oxi = oc1).
i=2

Par récurrence, on en déduit

V(xi,y .y Xpn) = H (o¢j — oxi).

1<i<j<n
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Chapitre 11 : APPLICATIONS
DES

DETERMINANTS

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la théorie des déterminants a la
recherche de I'inverse d’une matrice carrée inversible, @ la détermination du
rang d’une application linéaire, puis a la résolution des systémes d’ équations
linéaires. Cette étude montre I’ importance fondamentale des déterminants dans
les applications et justifie amplement I’ intérét qui leur est accordé.

Nous désignerons toujours par K un corps commutatif qui, dans la plupart
des cas seraR ou C.

11.1. Calcul de Pinverse
d’une matrice carrée

D’aprds le Théordme 10.3.3.2 d), une matrice carrée A est inversible si et
seulement si dét(A) # 0. Nous nous proposons de montrer comment utiliser les
déterminants pour calculer la matrice inverse d’une matrice inversible.

11.1.0.1. Définition

Soit A = (ai;) une matrice carrée d’ordre n. On appelle matrice complé-
mentaire de A, et on note A, la transposée de la matrice des cofacteurs de A.

Autrement dit, si A = (b;;),0ona
bi; = (—1)‘+jdét(Ajg)

od 4;; est la matrice déduite de A par suppression de la ¢ ligne et de la
7% colonne.

11.1.0.2. Théoréme

Quelle que soit la matrice A € My(K),ona
AL = AA =de(4) - I,

on 1, désigne la matrice unité d’ordre p.
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Par suite, si A est inversible, son inverse est donné par :

1 .
-1 __ .
A T dét(A) 4

Démonstration. Soit A = (a;;). Posons

A= (bij) et AA = (i)

Ona o
b,'j = (—1)’+‘7 dét(Aj,').
Par définition du produit de deux matrices, on a
P P

cij = Z a;iby; = E (—l)k+j a.:kdét(Ajk).

k=1 k=1

Si ¢ = j, la formule (10.3.4.5) montre que c;; est égal a dét(A). Si¢ # j, on
voit que c;; n’est autre que le déterminant de la matrice obtenue en remplagant
dans A la 5% ligne par 1a i#*™ sans toucher aux autres. Cette matrice ayant deux
lignes identiques, son déterminant est nul: ¢;; = 0si ¢ # j.

On a donc .
AA =dé(A) - I,.
On montrerait de m&me que
AA =dét(A) - I,.
Si 1a matrice A est inversible, on a dét(A) # 0. Alors

A A

A Ga@ = A=
d’od ]
1= —— . A
dét(A)
Regle pratique:
Posons A~! = (o;5). Alors si A;; est le cofacteur de a;; dans A, la formule
1 -
A= ——.
a4
montre que
YT de(A)

Ainsi, on obtient I’inverse d’une matrice inversible A d’ordre p > 1, en
formant la transposée A de la matrice des cofacteurs de A, puis en divisant tous
les éléments de A par dét(A).
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11.1.0.3. Exemple

Considérons la matrice

Si dét(A) = ad — be # 0, A est inversible. On a
- d -b
A= ;
~C a
e i)
ad—be \ —¢ a

11.2. Détermination du rang

d’ot

Nous allons appliquer la théorie des déterminants a la recherche pratique du
rang d’une application linéaire, d’une matrice ou d’un systeéme de vecteurs. Le
calcul durang d’une application linéaire ou d’une famille de vecteurs peut d’ail-
leurs se ramener 2 celui du rang d’une matrice puisque le rang d’une application
linéaire est celui de sa matrice dans des bases données, qui est aussi celui des
vecteurs colonnes.

Posons la définition suivante :

11.2.0.1. Définition

Soit A une matrice de type (m, n). On appelle matrice extraite de A, toute
matrice obtenue en supprimant un certain nombre de lignes et un certain nombre
de colonnes de A.

On appelle déterminant extrait de A, tout déterminant d’ une matrice carrée
extraite de A.

Nous ne considérerons que les matrices carrées extraites et nous avons le
résultat suivant.

11.2.0.2. Théoréme
Soit A = (a;;) une matrice de type (m, n) @ éléments dans K. Alors le rang

de A est le plus grand entier r tel que I’ on puisse extraire de A au moins une
matrice carrée inversible d’ordre r.
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Démonstration. Soient £ un K-espace vectoriel de dimensionm et B =
(e1,...,em) une base de E. Soient z,...,z, les vecteurs colonnes de la ma-
trice A:

m

rj = Z aije; (1<j<n).

i=1
D’apres le Théoreme 9.2.1.5 le rang de la famille {z;, ..., z,} est égal au
rang de la matrice A.
Soit p le rang de 1a matrice A et soit r le plus grand entier tel que 1’on puisse
extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre ». On a évidemment

r < inf(m, n).

Nous allons montrer que p = r.,

Démontrons d’abord que p > r. Soit M une matrice carrée inversible
d’ordre r extraite de A. On peut supposer, en changeant au besoin la numéro-
tation des lignes et des colonnes de A, que M est la matrice formée par les r
premilres lignes et les 7 premidres colonnes de A. Posons:

(al o Oy e Q1p \
M
A=
ar1 oo Qpyp o Qpp
\ ami e Qmy ... QAmn )

Les r premiers vecteurs colonnes zi, ..., £, de A sont linéairement indépen-
dants ; sinon 1’un d’eux, z; par exemple, serait une combinaison linéaire des
autres :

21 =XT2+ -+ Arzy.

Dans la matrice M, les éléments de 1a premiere colonne seraient des combi-
naisons linéaires des éléments correspondants des autres colonnes et le détermi-
nant de M serait nul contrairement au fait que M est inversible.

Comme parmi les vecteurs zy, ..., 5, il existe » vecteurs linéairement indé-
pendants, la dimension du sous-espace vectoriel engendré par zy, ..., zn, C’est-
A-dire le rang p de A, est supérieure ou égale a r.

Démontrons maintenant que r > p. Pour cela, nous allons extraire de la
matrice A, une matrice carrée inversible d’ordre p.

Par définition du rang de la matrice A, il existe p vecteurs colonnes de A
qui sont linéairement indépendants. Soit A’ la matrice de type (m, p) obtenue
en supprimant n — p colonnes de A. On peut extraire de A’, p vecteurs lignes
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linéairement indépendants puisque le rang d’une matrice est le rang de ses
vecteurs colonnes qui est aussi le rang de ses vecteurs lignes. Soit A” 1a matrice
carrée d’ordre p obtenue en supprimant m — p lignes de A’. Alors A” est une
matrice inversible de rang p extraite de A. Donconar > p.

On en déduit r = p et le théoréme est démontré. m]

Nous déduisons de ce théordme un critére général pour que des vecteurs
soient linéairement indépendants.

11.2.0.3. Théordme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (ey, ..., €,) une base
de E et zy, ..., x, des vecteurs de E définis par :

n

37j=z: aije; (1<j<p).

i=1

Soit M = (a;j)1<i<n,1<j<p la matrice des coordonnées de ces vecteurs par
rapport & la base B. Alors pour que z, ..., z, soient linéairement indépendants,
il faut et il suffit que I'on puisse extraire de M une matrice carrée inversible
d’ordre p.

Démonstration. Nous savons que si p > n, les vecteurs z1, ..., T, sont linéai-
rement dépendants. Supposons donc p < n. La famille {z,, ..., zp} est libre si
et seulement si le sous-espace vectoriel de E engendré par cette famille est de
dimension p, c’est-3-dire si et seulement si le rang de {z, ..., z,} est égal A p.
D’apres le Théordme 9.2.15, le rang de la famille {zi, ..., z,} est égal A celui de
lamatrice M. Le Théoréme 11.2.0.2 montre alors que les vecteurs zy, ..., T, sont
linéairement indépendants si et seulement si on peut extraire de M une matrice
carrée inversible d’ordre p. ]

Caractérisation du sous-espace engendré par un systéme libre.

Le résultat suivant nous sera fort utile dans 1’étude des systémes d’équations
linéaires.

11.2.04. Théorétme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, B = (e1, ..., ;) une base
de E et z1, ..., z, r vecteurs linéairement indépendants de E(r < n) définis par

n
z; = Z a;je; (1 <j< T‘).
i=1

Alors pour qu'un vecteur v de composantes b, ..., b, de E appartienne au
sous-espace vectoriel engendré par x, ..., z,, il faut et il suffit que lesn — r
déterminants
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a . Q1p bl

Ap =
k Arl .. Qpy b,-
akl ... OQkr bk

soient nuls pour toutk € {r+1,...,n}.

Démonstration. Comme les vecteurs zi, ..., z, sont linéairement indépendants,
on peut extraire de la matrice M = (a;;) qui est de type (n,r) une matrice
carrée P inversible d’ordre r. En changeant au besoin 1’ordre de numérotation
des lignes et des colonnes de A, nous pouvons supposer que

a aiy
P= :
ar1 Qrp
Considérons la matrice
apy a1, b
M' = [/ 73] e Qpy b,-
Anl ... Gpr bn

dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs =, ..., z,, v.

Si le vecteur v appartient au sous-espace vectoriel engendré par z, ..., ,, on
arg(M') < r+1et, puisque P est inversible, le rang de M’ est &gal a r. Tous
les déterminants d’ordre » + 1 extraits de M’ sont donc nuls. En particulier, tout
déterminant d’ordre r + 1 extraitde M’ et dont dét( P) est un déterminant extrait
est nul. Autrement dit, tous les déterminants Ay sontnulspourk =r+1,...,n.

Réciproquement, supposons que Ay = Qpourtoutk € {r+1,...,n}.
Sik < r, Ag est évidemment nul car ce déterminant a deux lignes identiques.
Si k > r, en développant Ay par rapport 2 1a ligne d’indice r + 1, on obtient

r
Z agj Ar+1,j + dét(P)bk =0
ji=1
oliles A,y ; sont les cofacteurs des éléments de la ligne d’indice r + 1 de A;.
On en déduit:

A+ 22812+ + 2 Aryrr + dét(P)v =0,

ce qui achéve la démonstration du théoréme. a
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11.3. Systeme d’équations linéaires

Dans ce paragraphe, nous définissons les systémes d’équations linéaires, puis
nous donnons plusieurs interprétations d’un tel syst®me.

11.3.1. DEFINITIONS
11.3.1.1. Définition

Soit K un corps commutatif. On appelle systéme de m équations linéaires
a n inconnues, @ coefficients dans K, un systéme de la forme

aney+ -+ any, = bh

anzy + -+ a3y = b
(11.3.1.1)

GmiZi+ -+ GmnZn = by

Les éléments a;; de K sont les coefficients du systeme. Les éléments b; de K
s’appellent les seconds membres. Les coefficients et les seconds membres sont
des éléments donnés dans K.

Les z;(1 < j < n) sont les inconnues.

On appelle solution du systéme toute suite (z1, ..., z,) d’éléments de K qui
vérifient les m équations du systeme.

Résoudre le systéme, c’est en trouver toutes les solutions. Lorsque le sysieme
admet au moins une solution on dit qu’il est compatible, sinon on dit qu’il est
impossible.

Sid) = ... = b, = 0,le systeme est dithomogéne. Le syst2me obtenu en fai-
sant b = ... = by, = O est ditsysttme homogene associé au systéme (11.3.1.1).
Il admet alors au moins la solution (0, ...,0) € K" appelée solution nulle ou
triviale.

Pour résoudre le systtme (11.3.1.1) il est souvent utile de considérer les
interprétations suivantes :

11.3.2. INTERPRETATIONS D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS LINEAIRES

a) On appelle matrice du systéme (11.3.1.1) la matrice des coefficients a;; :

ay a;z ... ain

021 azz PR 02']
A=

ami am2 Gmn
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Posons
I bl
T2 by
X = , B =
Tn bm

Alors le systeéme (11.3.1.1) est équivalent A 1’équation matricielle
(11.3.2.1) AX =B
dans laquelle A et B sont des matrices connues et X une matrice inconnue. On
dit que (11.3.2.1) est 1a forme matricielle du systtme 11.3.1.1.
11.3.2.1. Définition

On appellerang du systéme (11.3.1.1) le rang de la matrice A de ce systéme.
b) Soient A;, ..., A, les vecteurs colonnes de 1a matrice A ; ce sont des vecteurs
de K™ définis par leurs composantes dans la base canonique:

a Q1n

am1 Qmn

Notons encore B le vecteur de K™ ayant pour composantes by, ..., byy,.
Le systéme (11.3.1.1) est alors équivalent 4 1’équation vectorielle dans K™ :

(11.3.2.2) 21A1+ ...+ 2z, A, = B.
On dit que (11.3.2.2) est 1a forme vectorielle du systtme (11.3.1.1).

Résoudre le systéme (11.3.1.1) revient donc A chercher si B est combinaison
linéaire des vecteurs Ay, ..., An, i.e. si B appartient au sous-espace vectoriel
de K™ engendré par les vecteurs Aj,..., A, et, dans 1’affirmative, & trouver
toutes les décompositions possibles de B sur la famille {4, ..., A,}.

11.4. Systéme de Cramer

Dans ce paragraphe, nous supposons que m = n; autrement dit, le systéme
considéré contient autant d’équations que d’inconnues.
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11.4.1. DEFINITION
11.4.1.1. Définition

On dit qu’ un systéme de n équations linéaires @ n inconnues est un systéme
de Cramer si la matrice A de ce systéme est inversible.

Un systéme de Cramer peut toujours s’écire sous la forme matricielle

(11.4.1.1) AX =B.

Nous allons voir qu’un tel syst®me possede toujours une solution unique
donnée par:
X =A"'B.

On appelle déterminant du systéme (11.4.1.1) le déterminant de la matrice A
de ce systeme,

Le théor®me suivant donne plusieurs caractérisations des systtme de Cramer.

11.4.1.2. Théoréme

Soit
anzi+ -+ ammTn = b
(114.12) azi+ -t apmry, = b
An1Z1+ -+ ApnTh = bn

un systéme de n équations linéaires Q n inconnues écrit sous forme matricielle :
AX = B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Quel que soit B, le systéme (11.4.1.2) admet une solution et une seule.
b) Quel que soit B, le systéme (11.4.1.2) admet au moins une solution.
¢) Quel que soit B, le systéme (11.4.1.2) admet au plus une solution.

d) Le systéme homogeéne associé au systéme (11.4.1.2) n’ admet que la solution
triviale.

e) La matrice A du systéme (11.4.1.2) est inversible.
f) dét(A) #0.

La solution unique du systéme (11.4.1.2) est alors

X = A"'B.

Démonstration. Soit u I’endomorphisme de K™ dont la matrice par rapport 4 la
base canonique de K™ est A. L’assertion a) signifie que u est bijectif, b) que u
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est surjectif, ¢) que u est injectif, d) que le noyau de u est réduit a {0}, e) que u
est inversible, et f) que dét(u) # 0. Les assertions a), b), ¢), d) et e) sont donc
équivalentes d’apres le Corollaire 8.2.3.5 et le Théoréme 10.3.2.3 d).

En outre, comme la matrice A est inversible, on obtient la solution unique
du syst2me (11.4.1.2) en multipliant 2 gauche les deux membres par A~!. On
obtient

X =A"1B. 8]

11.4.2, FORMULES DE CRAMER

Si on a déja calculé la matrice inversie A~!, la formule X = A~!B permet
d’obtenir facilement la solution unique d’un syst¢me de Cramer. Sinon, on peut
utiliser les formules de Cramer que nous allons établir.

11.4.2.1. Théoréme

Soit
(114.2.1) Z ajiz; = bj, (1<j<n)

un systéme de Cramer.

La solutionunique (1, ..., z,,) de ce systéme est donnée par les formules de
Cramer:
A
A

o A est le déterminant du systéme et ok A; est le déterminant déduit de A en
remplagant la i colonne par la colonne des termes constants by, ..., by,.

(11422) i = (1<i<n),

Démonstration. Le systtme (11.4.2.1) est équivalent 4 1’équation
(11.4.2.3) A+ +z2,An =B

ol les vecteurs Ay, ..., A, de K™ sontlinéairement indépendants car dét(A) # 0.
Ces vecteurs forment une base de K™ et par suite, il existe un syst®me unique
de scalaires zy, ..., z,, (les composantes du vecteur B dans la base (A4, ..., A,))
vérifiant (11.4.2.3).

Calculons le déterminant :
A= dét(Al yeeey Ai—1, B, A,'+1, ey An)

dans la base canonique de K™.
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Puisque 1I’application déterminant est une forme n-linéaire alternée, on a

A; = dé (Al, ...,A;_l,z TE Ak, Aigl, ...,An)
k=1

= E dé[(A] s ey A1, Ak, A,'+1, ey An)
k=1
= dét(Al, e Ai, Aiy Aty ooy An) = z;A.
D’oll, puisque A # 0,

z; =

>| P

11.4.2.2. Remarque

Les formules de Cramer conduisent souvent a des calculs pénibles de dé-
terminants. Il est possible dans certains cas de s’en passer en recourant A une
succession de combinaisons linéaires des lignes du syst¢me.

114.23. Exemple
Résoudre le systtme

y+z=1 (1)
(S):{ z+z2=2 (2)
z+y=0  (3)

Le déterminant du systdme (S) est

0 1 1
A=1]1 0 1 (=2
1 1 0
D’od, d’apres les formules de Cramer :
1 1 1 0 1 1
2 0 1 1 2 1
. 0 1 0] 1 |1 0 0] 1
= A =2 y= A )
0 1 1
1 0 2
L1 1 0j_3
B A T2
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On peut retrouver ces résultats plus rapidement en procédant de la fagon
suivante:

Additionnons les équations (1), (2) et (3); le syst2me (S) est équivalent au
systéme

y+ =z = 1
z+z = 2
z+y+z = 3
yTE = 3
1 1
En retranchant la 2° équation de la 3¢, on obtient y = ~3 d’oll z = 3

1
d’apres la 3° équationde (S).Enfinz =1—-y =1+ 3=

N W

11.5. Résolution d’un systeme linéaire
quelconque

11.5.1. EQUATIONS PRINCIPALES.
INCONNUES PRINCIPALES

Revenons maintenant au cas d’un systéme linéaire quelconque de m €quations
A n inconnues :

n
(11.5.1.1) Z ajiz; = b;, (1<j<m)

i=1
Notons r le rang du systtme (11.5.1.1).

On sait qu’il existe une matrice carrée M inversible d’ordre r, extraite de la
matrice A de ce systéme.

En changeant au besoin la numérotation des équations et des inconnues, on
peut supposer que

On dit que le déterminant A de la matrice M est le déterminant principal
du systtme. Les r premitres équations sont les équations principales et les
inconnues z1, ..., , sont les inconnues principales, les autres inconnues étant
les inconnues non principales.

265



COURS D’ ALGEBRE

11.5.2. CONDITION DE COMPATIBILITE ET RESOLUTION

Comme nous I’avons vu, le systtme (11.5.1.1) s’écrit sous forme vectorielle :

A+ -+z2,4, = B.

Les vecteurs colonnes Aj,..., A, engendrent un sous-espace vectoriel E
de K™ et le systtme n’est possible que si le vecteur B appartient 2 F. On est
donc ramené 2 trouver une base de E ou, ce qui revient au mé&me, A déterminer
le rang r du systtme (11.5.1.1).

Le cas ot » = m = n ayant ét€ traité au paragraphe 11.4, nous allons
examiner lescasolir = m < npuis r < m.

1% cas: r = m < n. Si le rang du systtme (11.5.1.1) est égal au nombre
d’équations, ona E = K™ donc B, qui est un vecteur K™, appartient 2 E' et
par suite le syst2me est compatible quel que soit B.

Les vecteurs colonnes A, ..., A, forment une base de K™ et on peut écrire
le systéme sous la forme :

z21A1 4+ + ZmAm = B~ Tmi1Amy1 — - — 2 dp = B

Quelles que soient les valeurs données aux inconnues non principales
T4, -y En, 1€ vecteur B’ appartient 2 K™, On peut donc I'écrire de ma-
ni¢re unique comme combinaison linéaire des vecteurs A, ..., A, On obtient
z1, ..., £, en résolvant par les formules des Cramer les m équations principales
par rapport aux inconnues principales :

La résolution de ce syst®me donne une solution unique en z;, ..., Z,, mais
cette solution dépend des inconnues non principales £,41, -.., £, qui ont des
valeurs arbitraires dans K. On dit qu’il y a une indétermination d’ordre n — m,

2% cas: r < m. D’aprs le choix de I’ordre des équations et de I’ordre des
inconnues, les vecteurs A, ..., A, sont linéairement indépendants ; ils forment
donc une base du sous-espace vectoriel £ de K™.

Donc si 7 < m, le systdtme (11.5.1.1) est compatible si et seulement si le
vecteur B appartient au sous-espace vectoriel E, donc (Théordme 11.2.0.4), si
et seulement si les m — r déterminants

an ai, b
Ao | e
ary Grr b,
ak1 aiy b

sontnuls pourtoutk € {r + 1,...,m}.
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Les déterminants Ag(r + 1 < k < m) s’appellent les déterminants carac-
téristiques du syst¢me (11.5.1.1).

Supposons que le systtme ? soit compatible.

a) Sir = n,les vecteurs Ay, ..., A, forment une base du sous-espace vectoriel E.
Le vecteur B s’exprime donc, d’une manitre et d’une seule, comme combinaison
linéaire de Ay, ..., An:

31A1+"'+znAn = B.

On obtient z;, ..., z, par les formules de Cramer en résolvant les n équations
principales par rapport aux n inconnues principales.

b) Si r < n, on peut écrire :
oA+ -tz A =B-2 1 Arp1 — 0 — znAn = B".

Quelles que soient les valeurs données aux inconnues non principales
Ty41,-.., T 1€ vecteur B’ appartient au sous-espace vectoriel E engendré par
les vecteurs Aj, ..., An. On peut donc I'exprimer de maniere unique comme
combinaison linéaire des vecteurs de la base (A4,...,4,) de E. On obtient
z1, ..., &y €n résolvant, par les formules de Cramer, les r équations principales
par rapport aux  inconnues principales :

anzy+---+0a1,2r = by — a1,,41%r41 — -+ — A1nTn
(115.1.2) ettt
a1 Z1+ o+ Qpp e = by — Qrr4+1Tr41 — *** — QrpZp

La solution dépend alors des n — r inconnues arbitraires z,41, ..., Zn.
¢) Lorsque le systtme (11.5.1.1) est compatible, toute solution est également
solutiondu systéme (11.5.1.2). Ce qui précéde montre que, réciproquement, toute

solution de (11.5.1.2) est solution du systdme (11.5.1.1). Ces deux systémes sont
donc équivalents dans le cas ol le systéme (11.5.1.1) admet des solutions.

Résumons 1’étude qui vient d’tre faite en énongant le théor2me suivant:

11.5.2.1. Théoréme (Théor2me de Rouché-Fontené)
Soit (S) un systéme de m équations linéaires & n inconnues, de rang r.
a) Si 7 = m = n, le systéme admet une solution unique.

b) Si r = m < n, le systéme admet des solutions que I'on obtient en donnant
des valeurs arbitraires aux n — m inconnues non principales et en résolvant le
systéme de Cramer aux m inconnues principales.

¢) Si r < m, le systéme admet des solutions si et seulement si les m — r
déterminants caractéristiques sont tous nuls. Lorsque cette condition est vérifiée,
le systéme se réduit aux r équations principales que I’ on résout comme au b).
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11.5.2.2. Exemple

Résoudre le systtme
xz +2z = 2
(S) z 42y = 1
z =2y 4Bz = 1

ol o et G sont des parametres réels.
Le déterminant du systéme est

o 0 2
A=]1 2 0 |=2(xp—-4).
1 -2 B

1* cas: Si o 3 # 4, on a un systtme de Cramer. Les formules de Cramer
(11.4.2.2) donnent

_25-2)  _ Blx=2) _ 2Aex-2)

FE%p-4 Y Axp-4)y ‘T xp-4

2¢cas: Six S =4,0na
' 0
1 2

=2x.

Ce déterminant étant non nul puisque o< 8 = 4, le systtme est derang 2. Il y
a un seul déterminant caractéristique qui doit &tre nul

x 0 2
Ay=|1 2 1=0
1 -2 1

Ona A3 = 4(x —2).
a) Si x# 2, le systémie est impossible.

b) Si oc= 2, alors # = 2 puisque x B = 4. Le systdme admet des solutions; les
inconnues principales sont z et y. Nous sommes ramenés 2 résoudre le systéme :

2r =2 -2z
z+2y=1
qui est un syst®me de Cramer. Les solutions sont

z=1-z2, y=§ etz,oblz €R.

268



APPLICATIONS DES DETERMINANTS

11.6. Systéemes homogenes

Considérons un systéme linéaire homogene de la forme
n
Zaj;Z:;:O (IS]_<_m)
y

Avec les notations habituelles, ce systéme s’écrit :

$1A1 + ...+ 2, A, = 0.

Nous savons déja qu’un tel systeéme admet toujours au moins la solution
banale zy =0, ...,z, = 0.

Soit r le rang du systeme. La résolution d’un systtme homogene se raméne
toujours 2 celle du systtme des r équations principales; tous les déterminants
caractéristiques sont nuls car ils ont une colonne de zéros.

a)Si r = n, les vecteurs 4, ..., A, sont linéairement indépendants. Le syst®me
n’admet que la solution triviale.

b) Si r < n, les n — r inconnues non principales sont arbitraires et le systtme
est indéterminé. On le résout par la méthode générale du paragraphe 11.5. En
résumé, nous avons :

11.6.0.1. Théoréme

Pour qu’un systéme linéaire homogéne admette des solutions autres que la
solution triviale, il faut et il suffit que le rang de la matrice du systéme soit
inférieur au nombre des inconnues.

En particulier, un systéme linéaire homogéne de n équations @ n incon-
nues admet des solutions autres que la solution banale si, et seulement si, le
déterminant de la matrice du systéme est nul.

11 est clair que si 24, ..., 5, est une solution non nulle d’un syst¢me linéaire
homogene, Az, ..., Az, 0l A est un sclaire, est également une solution de ce sys-
teme. Nous sommes donc amenés a chercher une solution non nulle quelconque
d’un systtme homoggne

(S) aj1171+"‘+ajﬂzﬂ=0 (ISJSm)

Soit A = (a;; ) 1a matrice du systeme (S).
Supposons par exemple que: m = netr=n—1,

Il y a des solutions non nulles si dét(A) = 0. Par exemple, supposons que
la matrice extraite de A par suppression de la dernigre ligne et de la dernire
colonne soit inversible. Soient A,,, ..., A,, les cofacteurs des éléments de la
dernitre ligne de A.
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On sait (Théoreme 11.1.0.2), que
An1Dn1 + - F ApnApn = dét(A) =0.

Donc (Api, ..., Ann) est une solution non nulle du systtme (S). D’apres
la remarque précédente, £ = AAgpi,...,Zn = AApn, OO A est un scalaire
quelconque, est une autre solution du systéme.

Supposons maintenantque: m=n—letr=n — 1.

On se ramene au cas précédent en adjoignant 2 la matrice A = (a;;) une
n®™¢ ligne arbitraire. Les cofacteurs A, ..., A,, des éléments de la dernitre
ligne de 1a nouvelle matrice obtenue ne sont pas tous nuls puisque le systdéme
est de rang n — 1. On montre comme précédemment que (Apy, ..., Apy) st une
solution non nulle du systéme considéré.

11.6.0.2. Exemple
Résoudre le systtme

2x—y+32=0
z+y+22=0

La matrice du syst®me est

2 -1 3
A= ;
1 1 2
elle est de rang 2, donc le systtme admet des solutions autres que la solution
nulle.

En appliquant 1a méthode précédente, on voit qu’une solution non nulle est:

2 3
1 2

-1
1

xo = = -5, Yo=— =3,

d’oi 1a solution générale
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1

I Dans tout le probléme on désigne par E un espace vectoriel réel. On note 1
I’application identique de E.

1°) E et E; étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on définit
une application f de E dans E de la fagon suivante :
Siz =21+ z,00 1 € E) etz € E>,onpose

f(z) =z — x2.
a) Montrer que f est une applicaion linéaire et que I’ona f2 = I.

b) Déterminer les noyaux des applications linéaires
I-f _I+f

u=—— &€t v

2 2

et les sous-espaces vectoriels u(E) et v(E). Evaluer u2, v?, uv et vu.

2°) Réciproquement soit f un endomorphisme de E tel que f2 = I. On pose
I-f _I+f

= — t =

2 2

Montrer que u(E) et v(E) sont stables par f et sont deux sous-espaces
supplémentaires de E.

Montrer que f peut &tre obtenu de 1a mani2re considérée ci-dessus au 1°).

3°) On suppose maintenant que E est de dimension finie n.

a) Trouver la matrice A de 1’application linéaire f. En déduire que I’application
transposée de f s’obtient de 1a méme manidre que f.

b) Soit I, 1a matrice unité d’ordre n et soit A un scalaire. Former le polyndme
P()) = Dét(A — Al,) et trouver ses racines.

II. Soient a et b deux nombres réels distincts.

1°) E) et E, étant deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, on définit
une application de E dans E' de la fagon suivante:

Siz=2z1+z200 21 € Ey et 25 € E;,onpose f(z) = az; + bz;.



COURS D' ALGEBRE

a) Montrer que f est une application linéaire et que ’on a:
f2A—(a+b)f+abl=0.
b) Déterminer les noyaux des applications linéaires

f—al _ f—bl
b—a 'S T

et les sous-espaces vectoriels u( E) et v(E).

u=

2°) Calculer u?, v2, uv et vu.

Calculer f en fonction de u et v; en déduire f™ pour n entier > 0.

3°) Montrer que si ab # 0, alors f est inversible. Exprimer alors f~! 2 Iaide
deuetwv.

4°) Inversement, soit f un endomorphisme de E tel que:
fA—(a+b)f+abl =0.

a) Montrer qu’il existe deux sous-espaces supplémentaires F' et G tels que f
puisse &tre défini comme il a été dit au IT, 1°) A partir de F et G.

N.B. Les deux parties de ce problémes sont indépendantes mais il est conseillé
de résoudre d’abord 1a partie 1.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1969.

2
L Soit z € R*. On pose:

(o
z
= . te = (20, 21, %2, 23)

T2
\ 23
(1 0 0 0
0 -1

0 0 -1
\ 0 0 0 -1

On désigne par G le sous-ensemble de M;(R) formé des matrices M qui
laissent invariante 1a forme quadratique

f(@) = 2§ — af — 2} — 2.
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(onditque f(z) est invariante par la matrice M, si larelation y = Mz implique
b -—R—B -y =252} -}~ =)

1°) Montrer que f(z) = ‘zJzetquesi M € G,ona’MJM =J ou 'M est
la transposée de M. En déduire que si M € G, M = (a;j),onad?, > let
dét(M) =

2°) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

3°) Soit M € G. Calculer I’expression (M J)(* M JM)(M ~1J) et montrer que
‘MegG.

II. On rappelle qu’une matrice carrée A A €léments complexes est dite hermi-
tienne si A* = A ot A* est 1a matrice *A (4 est la matrice complexe conjuguée
de A). Quelle est 1a forme générale des matrices carrées hermitiennes d’ordre 2 ?

1°) On associe A tout point (zq, z1, €2, 3) € R*, la matrice
zo + 21 z2 +iT3
X = . .
zy — iz3 z0 — 1

Montrer que X est hermitienne et que réciproquement, toute matrice hermi-
tienne est de cette forme.

2°) On note SL(2, C) le sous-ensemble de M>(C) formé des matrices dont le
déterminant est égal 2 1. Si g € SL(2,C), on pose X' = gXg*.

Montrer que X' peut se mettre sous la forme

Jo zo + ) ) +izy
x5 — irg zH — 2

avec zg, 21, T3, zj réels et i = /—1.
3°) On considere la matrice T'(g) qui, & (o, 21,2, 23) associe le vecteur
(20, 21, 23, T3)-

Montrer que T(g) € G et que I'application ¢ — T'(g) et un homomor-
phisme de SL(2 - C) dans G. Quel est le noyau de cet homomorphisme ?

DUES MP1, Abidjan, Juin 1971

3

I. On note G l'ensemble des applications de R dans R, définies par
Ja5(z) = az + b, o @ > O et b sont des nombres réels.
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1°) Montrer que f, s est une bijection de R sur R Quelle est sa bijection réci-
proque?

2°) Montrer que G est un groupe pour la composition des applications. Est-il
abélien?

3°) Soient H 1’ensemble des €léments de G de la forme f, o et K 1’ensemble
des éléments de G de la forme fi ;.

Montrer que:

a) Tout élément de G peut s’écrire comme composé d’un élément de H par un
élément de K.

b) H est un sous-groupe de G isomorphe AR}, = {z € R : £ > 0}.
¢) K est un sous-groupe distingué de G isomorphe a R

II. Soit K un corps commutatif.

1°) Montrer qu’il existe un homomorphisme unique f de I’anneau Z dans 1’an-
neau K tel que f(1) = 1.

2°) Montrer que le noyau de f est un idéal I de Z tel que, quels que soient
z,y € Z larelationzy € I impliquez € Touy € I.

En déduire que I = {0} ou I = pZ ot p est un nombre premier.

3°) On pose K’ = f(Z). Démontrer que:
a) Si I = {0}, alors K’ est un sous-anneau de K ;

b) Si I = pZ, alors K’ est un sous-corps de K.

4°) Montrer que si A est un sous-anneau de K, K’ est inclus dans A.

DUES MP1, Abidjan, Janvier 1986

4

I. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif. On
dit qu’une application linéaire f : E — F est triviale si f(z) = 0 pour tout
z€E.

1°) Soit f € L(E, F'). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est triviale.
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b) Ker(f) = E.
¢) Im(f) = {0}.

2°) Etant donnée une suite

fi f fa

Ek — B — EB-—..—E;, — Epnq

d’espaces vectoriels sur un méme corps commutatif et d’applications linéaires
fr : Ex — E}41, 0n dit que cette suite est exacte sipour 1 < k < n,ona

Im(f) = Ker(fe41)-
On note {0} I’espace vectoriel réduit 2 O.

a) Montrer que si Ey = {0} (resp.En41 = {0}), fi(resp.fn) est ’applicaion
triviale que I'on n’écrira pas dans la suite.

b) Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que les suites suivantes
soient exactes

{0} — E L
f
E — F — {0}

w—eLlr_
3°) Soit E; un sous-espace vectoriel de E. Montrer que la suite

j T
0} —E 2 B L B/B — {0}
(ol j est I’'injection canonique et 7 la surjection canonique) est exacte.
4°) Soit

0} — F = E/gers) Lowmy Lo — o),

la suite de décomposition canonique de I’application linéaire f : £ — F.

Est-elle exacte ?
1 1 1
A= ( 0 1 1 )
0 0 1

1°) Calculer A™ pour n entier > 1. (On pourra écrire A = I + B, ot 5 désigne
1a matrice unité d’ordre 3.)

II. Soit:

2°) Soient (z,), (yn) et (2, ) trois suite définies par les relations
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Tn = 2Zn-1+Yn-1+ 2p-1
Un = YUn-1+ 2n-1

2n = Zpn-1
et la donnée de zo, Yo, 20.

Calculer z,,, yn, 2z, €n fonction de xg, yo, 2o €t de n.

DUES MP1, Abidjan, Mars 1986

5

L. Soit A un anneau (unitaire), 1 son élément unité. On appelle dérivation de A
toute application d de A dans A telle que

a)d(z +y) = d(z)+ d(y)
b) d(zy) = d(z)y + zd(y) quels que soient z,y € A.

1°) Montrer que la dérivation ordinaire des polyndmes 2 coefficients réels est
une dérivation de R[X].

2°) Soient d, et d; deux dérivations de A.
a) Montrer que d; + d; est une dérivation de A.

b) L'application d;od; est-elle une dérivation de A?
Montrer que I’application [d, d2] = d)0da — daod; est une dérivation de A.

3°) On suppose désormais que A est commutatif. On pose d® = 14, d! = det
par récurrence sur n, d® = dod™~!, Montrer que 1’on a

d*(zy) =Y Ckd¥(z)d"*(y)
k=0
quels que soient z,y € Aetn € N

4°) On suppose désormais que A est intdgre et de caractéristique p. Montrer
que dP est une dérivation de A.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1986 (extrait)

6

L. On note C le corps des nombres complexes et R celui des nombres réels.

b
1°) Montrer que 1’ensemble G des matrices g = (% ;) A coefficients com-

plexes tels que |a|? — |b|2 = 1 est un groupe multiplicatif.
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Montrer que G = {g € My(C) : g*Jg=J et dé(g) =1} od

J = ( (1) _(1) ) etol g* = 'gest1'adjointede g.

2°) Soit D = {z € C : |z| < 1}. Pour tout ¢ € G et pour tout z € D, on pose

az+b
3z+ﬁ'

Py(2) =

Montrer que 1, est une application de D dans D et que I’application g — ),
est un homomorphisme. Trouver le sous-groupe K de G tel que 1,(0) = 0 pour
toutg € K.

3%) On pose
1 1 —1
c=5(1 )

et on considere ’automorphisme intérieur de GL(2,C) défini par o(g) =
CgC™1.

Montrer que o(g) € G si et seulement si g appartient au groupe multipli-
catif G’ formé des matrices ( : ’g ), ol «, 8,7, 6 sont réels et vérifient
xé—yB=1.

Quelle est I'image par ¢ du sous-groupe N de G’ form¢ des matrices de la

forme((l) g).{e]R?

I1. On se donne trois nombres réels différents a, b, c et le polyndme en X :

PX)=X*+X%24 Xy+2.

En considérant le systéme d’équations
t+ay+alz+a>=0
(1) z+by+ 82+ =0
g+ey+Az+ =0
montrer que P(X) est divisible par le polynéme (X — a) (X — b) (X — ¢).
En déduire la solution du sysitme (1). Retrouver cette solution par une

méthode directe.

DUES MP1, Abidjan, Septembre 1986
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7

1, Soit A un anneaun commutatif unitaire. Soient I et J deux idéaux de A. On

se
po I+J={z+y:z€letyeJ}.

1°) Montrer que:
a) I + J et I N J sont des idéaux de A.
b) I +J = Asietseulement si, il existea € I,ilexisteb € Jtelsquea+b = 1.

2°) On note

n
1J = {a EA/H‘nEN, 3zy, ...,z €1, Ay,..,yn €Jeta = Z :c,-y;} .

=1

Montrer que I.J estun idéal de Aetque IJ C INJ.

II. Soit A un anneau. Quels que soient z, y € A, on pose
(2, 9] = zy — yz.

1°) Démontrer I'identité :

[z, [y, 2)] + [w, [z, 2] + [z, [z, 4] = 0.
2°) On considere des éléments z, y, h vérifiant les relations

[h,2] =22, [h,y]=-2y, [z,y]=h.

Etablir les formules [k, z"] = 2nz", [h,y"] = —2ny".

3°) Soit a un élément de A. On considere 1’application u de A dans A donnée
P u(z) = [a,z] pourtoutz € A.

Montrer que si a> = 0, 0n a u?(z) = O pour tout z € A, et que si a®> = 0, on
au’(z) = Opourtout z € A.

Montrer que 'on a:

n
u(z) = E (-1)*Cka"~*za* pourtoutz € A.
k=0

DUES MP1, Abidjan, Février 1987 (extrait)
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8

1. Soit M, (R) I’algebre des matrices carrées d’ordre n 2 coefficients réels. On
note T'r(A) la trace de la matrice A € M, (R).

1°) a) Montrer que I’application A — T'r(A) est une forme linéaire sur M, (R)
et que Tr(AB) = Tr(BA) quelles que soient A et B dans M, (R).

b) Montrer que Tr(P~1AP) = Tr(A)si A € M,(R) et P € GL(n,R). En
déduire que si E est un R-espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E

et u € L(F), latrace de la matrice de u par rapport A 1a base B est indépendante
de cette base.

2°) Si A et B sont deux éléments de M, (R), on pose [4, B] = AB — BA.
Montrer que

a) [A, A) =0et [B, 4] = —[A, B].
b) [4,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] = 0.
©) Que vaut T'r ([4, B]) ?
39) Soit A une matrice fixée dans M, (R). On pose
f(X) = [A, X] pour toute matrice X € M,(R).

Monirer que f est un endomorphisme de M,,(R) et que

F(x,Y]) = [£#(X),Y] + [X, £(¥)]
quelles que soient X et Y dans M, (R). (On pourra utiliser 2°), b)).

4°) a) Montrer que ’ensemble F' des matrices carrées réelles d’ordre 2 de trace
nulle est un espace vectoriel de dimension 3 dont une base est formée des matrices

() ) ()

b) Montrer que si A et B sont dans F, alors [A, B] € F.
c) Ecrire la matrice de I’endomorphisme f du 3°) par rapportalabase (1, J, K).

I1. Soit z un nombre complexe non nul. On pose z = z + %

1
1°) Montrer que pour tout entier n > 0, 2™ + P est un polyndme P,(z) de
degré n en z A coefficients entiers et que pour n > 2, on a la relation
P,—zP, 1+ P, =0.
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2°) On suppose que z = 2cosf, ol § est un nombre réel. Calculer Ia valeur
de P,,(X). En déduire que pour -2 < z < 2 etpour tout n > 2,0na

(4 — z?)PY — 2P, 4+ n*P, = 0.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1987

9

1. On considere le polyndme P 2 coefficients dans R défini par:

P(z) = &* —22?cos2 < +1, od x€R.

1°) Déterminer les racines de P(z) dans C. En déduire 1a décomposition de P(x)
en produits de polyndmes irréductibles de C{z].

2°) Donner la décomposition de P(z) en produits de polyndmes irréductibles
deR[z]. (On pourra discuter, suivant les valeurs de o, le nombre des racines
réelles de P(x)).

2

3°) On considere F(z) définie par: F(z) = 7 22 cos i 11"

la décomposition de F'(z) en €léments simples dans R. (Plusieurs cas sont &
considérer. On utilisera la question 2° /).

Donner

4°) Calculer le PG.C.D. des polyndmes P et ), ol () est défini par:

Q(z) = z* — 22*cos4 o +1.

IL. On considere ’équation (E;) : 22 — bz + ¢ = 0, od z est ’inconnue, b et ¢
étant deux €léments de Z vérifiant b — 4¢ < 0.

o étant un élément de C, on définit Z,,, ensemble des nombres complexes
de la forme z = p + ¢ , ol p et ¢ sont des éléments de Z.

1°) Montrer que si oc est racine de (E}) alors Z est un sous-anneau de C muni
des opérations usuelles et que G, ensemble des éléments de Z,, inversibles .
pour la multiplication, est un groupe multiplicatif.

29) Si o et & sont les 2 racines de (£} ) montrer que Z,. = Z=.

3°) On considere]’application f deZ, dansN définiepar:Vz € Z, f(z) = |2
(o |z} désigne le module de z). Soit o une racine de (E; ).
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Montrer que si z = p+ ¢ «, alors f(z) = p? + bpg + cg*. Quelle est I'image
par f du groupe G ?
En déduire que si z = p + ¢ o< est un élément de G, alorson a:
0<?(dc—-1b?) <4
(on pourra considérer I’équation (E,) : z? + bgz + c¢®> — 1 = 0 qui admet p
pour racine dans Z).

4°) Quelles sont les valeurs possibles de b2 — 4¢? En déduire la détermination
des éléments du groupe G suivant les valeurs de b* — 4c.

DUES MP1, Abidjan, Septembre 1987 (extrait)

10

1. Soient G un groupe noté multiplicativement et A une partie de G. On appelle
centralisateur de A dans G, I’ensemble C(A4) des ¢ € G tels que za = az
pourtouta € A.On aPpelle normalisateur de A dans G, I’ensemble N (A) des
z € Gtelsque zAz™ = A.

1°) Montrer que C(A) est un sous-groupe distingué de G et que N(A) est un
sous-groupe de G.

2°) Pour tout ¢ fixé dans G, on considere I’application f, : G — G définie par
fa(z) = aza~1. On note G’ ’ensemble des applications de la forme f,.

a) Montrer que G’ est un groupe pour la composition des applications.

b) Montrer que a — f, est un homomorphisme de G sur G'. Quel est son
noyau ?

¢) En déduire que G’ est isomorphe & G/C ol C est le centralisateur de G.

II. Soit A un anneau. On dit qu’un élément £ € A est nilpotent s’il existe un
entier n > 1 tel que z" = 0.

1°) Montrer que, si A ne possede pas de diviseur de zéro, le seul élément nilpotent
de Aest0.

2°) Montrer que, si deux éléments nilpotents z et y de A commutent, alors z + y
et zy sont nilpotents (pour z + y, on utilisera la formule du bindme avec un
exposant convenable).
3°) Montrer que si deux éléments a et b de A commutent, on a

a® b =(a-b) (@ +a" 24 fab" 2"

pour tout entier n > 1.
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En déduire que si « est un élément nilpotent de A, alors 14 — z est inversible
dans A et déterminer (14 — z)~1.

DUES MP1, Abidjan, Février 1988 (extrait)

11

L Soit (e, €2, e3) 1a base canonique de R? et soit u I’endomorphisme de R
défini par:
u(e;) = —ez — ez sind

u(ez) = ey +ezcosd
u(e3) = —e; sinf + ey cos 8
ot § est un nombre réel donné.

1°) Ecrire 1a matrice A de u par rapport 4 la base (e, €2, e3). Calculer A® eten
déduire que v* = 0.

2°) A tout nombre réel ¢, on associe 1’endomorphisme f; de R défini par

2
f,=1d+1tu+%u2

od Id désigne I"application identique de R>.
Montrer que pour tout couple (¢,t') de nombresréels,ona  fiofy = fiye.

Que peut-on en déduire pour la structure de I'ensemble des endomorphismes f;,
lorsque ¢ parcourt R ?

3°)Onpose e; =ejcosf +exsinf, e; =u(e), e =ule).
a) Montrer que (¢}, e}, €}) est une base de R’.

b) Déterminer la matrice M de u par rapport 2 la base (ef, €3, €3).

n n
II. On pose P(X) = (1+%{-) - (1— %)
oll n est un entier > 0.
Factoriser P,(X) dans C[X].

DUES MP1, Abidjan, Juin 1988 (extrait)

282



PROBLEMES

12

I. Soient f : E — Fetg : F — G deux applications.

1°) Montrer les implications :
gof injective == f injective
gof surjective =—> ¢ surjective.

2°) En déduire que, s’il existe deux applications s et h de F' dans F telles que

sof =idg et foh=1idrp alors s=h.

11 Soit G I’ensemble des couples (a, b) de nombres rationnels non simultanément
nuls.

On définit 1a loi * de la fagon suivante: pour (a,b) € G et (a',b’) € Gon

pose
(a,b) * (d',b') = (ad’ — 3b¥', ab’ + a'd).

1°) Montrer que * est une loi de composition interne dans G.

2°) Etudier les propriétés de * dans G. Quelle est la structure de (G, ) ?

3°) Soit K = {z € R/3(a,b) € Q x Q, (a,b) # (0,0) et z = a + bv/3}. K est
muni de la multiplication des réels.

Quelle est la structure de (KX, z)?
4°) On considere f : (G, *) — (K, x) définie par

£ ((a,)) = a 4 bV/3. £ est-il un morphisme ?

IOI. Soit A un anneau commutatif et soit £ 1’ensemble des idéaux de A. Pour
Ie€etJ €& onpose:

IxJ={z€A/VjeJ, j-zel}.
Le probléme se propose d’étudier quelques propriétés de 1a loi *.

—A—
1°) Montrer: VI €§, VJe€é& ICI=*J.
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2°) Pour I € £ déterminer

a) 1

b) I x A.

¢) I%(0).

3°) Montrer que * est une loi de composition interne dans §.
—-B-

Dans toute la partie — B —, on se placera dans le cas particulier ol I’anneau A
estégala Z

1°) Soient p et ¢ deux nombres premiers entre eux. Montrer que :

pZ xal = pl.

2°) Soient m et n deux entiers naturels, non nuls, tels que m soit un multiple
de n. Montrer que nZ * mZ = A.

3°) a) La loi * est-elle commutative ?

b) La loi * est-elle associative ?
—~-C-

Dans la partie — C —, A est un anneau commutatif quelconque.
MontrerqueVI €&, VJ €€, VKeé

19I+x(J+K)=(I+J)N(I *K).
20 (INJ)+ K = (I« K)N(J * K).

DUES MP1, Abidjan, Février 1989

13

I On note C[X] I’algebre des polyndmes a coefficients complexes. Si
P=a+a X+ - +apXP

est un élément de C[X] et si A est une matrice carrée d’ordre n A coefficients
complexes, on pose

P(A)=aol+a1A+---+ap4f,
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ol I désigne la matrice unité d’ordre n. On dit qu’un polyndme P de C[X] est
annulateur de 1a matrice A si P(A) est la matrice nulle.

. 1°) Montrer que 1’ensemble M, (C) des matrices carrées d’ordre n i coefficients
complexes est un espace vectoriel de dimension n2.
Montrer que toute matrice A de M,,(C) admet un polyndme annulateur non
nul. (On pourra considérer les n? + 1 matrices I, A, A2, ..., A™)

2°) Soit A un élément de M,(C). Montrer que 1’application ¢ : C[X] —
M, (C) définie par p(P) = P(A) est un homomorphisme d’algtbres dont
I"image est une sous-algzbre commutative de M, (C) et dont le noyau est I’en-
semble des polyndmes annlateurs de A.

3°) On appelle polyndme minimal de la matrice A € M,(C) le polynome
unitaire annulateur de A de plus bas degré. Montrer qu’il est unique.

4°) Soit A une matrice de M, (C) et soit P le polyndme minimal de A. Montrer
que A est inversible si et seulement si P(0) # 0.

Montrer qu’un polyndéme @@ € C[X] est annulateur de A si et seulement si P
divise Q.

DUES MP1, Abidjan, Juin 1989 (extrait)

14

1. Rappeler la définition d’un anneau principal. Soit K un corps commutatif';
montrer que 1’anneau K'[X] est principal.

II. Dans toutle probléme, on note H = C x C, ot C désigne le corps des nombres
complexes. Si h = (a,<) € Heth' = (b,8) € H, onpose:

h+h =(a+b,c +8), h-h = (a,x)- (b, 8) = (ab— x B,aB8+ x b)od Z
désigne le nombre complexe conjugué de z.

1°) Montrer que (H,+) est un groupe abélien, que (1,0) est I'élément neutre
pour la multiplication et que (H, +, -) est un anneau. Est-il commutatif ?

2°) Montrer que I’application & : C — H définie par ®(a) = (a,0) est un
homomorphisme injectif @’anneaux. En déduire que 1’ensemble des éléments
de H de la forme (a, 0) est un corps isomorphe a C. Dans 1a suite on identifiera
le nombre complexe z et 1’élément (z,0) de H.

Calculer (,0) - (0, 1) et en déduire que tout €lément (a, <) de H s’écrit de
fagon unique (a, ) = a+ o w, avec w = (0, 1).

Calculer w? puis montrer que wa = @w pour tout a € C.
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3°) Soit Z(H) le centre de H. Montrer qu’un élément » = e+ x w de H
appartient 3 Z(H) si et senlement si a € Ret x=0.

4°) On définit le conjugué d’un €lément h = a+ « w de H en posant:
h=G— xw.

Montrer que, quel que soit (h,h') € H?,ona: h+ k" =h +Rih=het
h-h' =h'h

Pour h € H,onpose N(h) = h-h.Montrerque: N(h) = h-h = a@+ « X
et que N(h) > 0 pour tout k dans H. A quelle condition a t-on N(h) = 0? En
déduire que H est un corps non commutatif.

5°) En utilisant la relation: V(h,h') € H2, h-h' = R’ .h, montrer que
N(h - h")y = N(h)- N(h'). En déduire que I’ensemble G des éléments de H tels
que N(h) = 1 est un groupe multiplicatif.

III. P est un plan affine rapporté 2 un repere R = (0,7, 7). On rappelle que
1'équation cartésienne d’une droite D de Pestdelaforme D : uz+vy+h =0
ol u et v ne sont pas tous les deux nuls.

A est 1a droite d’équation £ = 0 et on note P/ = P — A, Dans P on définit
1a loi de composition interne, notée * par: si M a pour coordonnées (z,y), M’
a pour coordonnées (z',y’), alors M * M’ est le point de P de coordonnées
(zz', 2y + y).

1°) a) Montrer que 1a loi * est associative dans P.

b) Montrer qu’il existe un point E de P élément neutre pour *.

2°) Déterminer 1’ensemble des points M de P qui admettent un symétrique pour
la loi *. Ce symétrique, s’il existe sera noté M ~!. Déterminer les coordonnées
de M~! en fonction de celles de M.

3°) Quelle est la structure de (P/,*)?

4°) Soit A un point de P fixé, de coordonnées (a, b) et soit H 4 I’ensemble des
points de P’ qui commutent avec A, c’est-a-dire: Hy = {M € P//Ax M =
M x A}

a) Déterminer I’équation cartésienne de H 4.

b) Dans quel cas a-t-on H4 = P'?

¢) On suppose désormais que A esttel que H4 # P'.Quelleestlanature de H 4 ?
Montrer que (H 4, *) est un sous-groupe commutatif de (P’, *).

DUES MP1, Abidjan, Février 1990
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